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�����
� � (x′, y′) � (y′, z′) � (z′, x′) p q r

���
����� �����
� 135o 135o 90o 1 1
2

1

�����
���� ������
�� 135o 135o 90o 1 1 1

������ ������
�� 90o 135o 135o 1 1 1

����
���� ���������� 
$�����
� 120o 120o 120o 1 1 1

����
���� ���������� 	
����
� 131o25′ 131o25′ 97o10′ 1 1
2

1

@����� ?%/0� �� 
$����$�� ����
�� A(3, 4, 5), B(−2, 6,−3), M(2, 5, 0), N(5, 0, 3),
P (0, 2, 4) � �
?%/& ���
����� �����
� =
?%/$ �����
���� ������
�� =
?%/A ������ ������
�� =
?%/? ����
���� ����������� 	
����
� =
?%/B ����
���� ����������� 
$�����
�&

"
1
��
/ A$����$������� �� ����
� ���
 
 ����
�
 �� 
$���-�� ����
��	���
����� �� ������� �	��
���
�� ����	
���
 �� ����
�� ��
� �����
���
§30, ���&�/�"� � ���� �������
��� �� ������
��
 �� ������
�� � §32� ���&�/B
�� �����
��&

@����� ?&/ 2 ���
����� �����
� 	� �� ������� ����
�� �� ������
g[A(−3, 4, 1), B(6,−3, 6)]&

 



"
1
��
/ 2
� �����
��� §32.2, ���&�/B&
���� ������	
� �
� ��
��
 �������
�� ���
���
 � §32, 33, 34 �� �����
�� � ������
 ���
�����
������
� �� � �
�� 
 �� ����
�� ����������
��
 ������

� ������ �� �������
�� �������
��� �� §29�
 � ��
��
 ��������
�� ��
���
 � §32, 33, 34 �� �����
��� �� �������� 
 �
����
�� ����������
��
 ������

 ��
 ���
���� �� ��������
� ����������
���
����� 
 ���!
�
���
 �� 
������
� �� ����� �� ��"�

@����� ?$/ 2 �����
���� ������
�� 	� �� 
$����$
 ���� g � N(4, 0, 4)� g‖μ

 ���
��3� ������ c[K(4, 2, 1), L(−4, 4, 10)]&

"
1
��
/ 2
� �����
��� §32.3, 32.5.1, ���	���
� %/&�& �������� ����������
�������
���� g2 � N2, g2‖x′; g2 ∩ c2 = A2; A

′ ∈ c′, A2A
′‖z′; g′ = N ′A′.

@����� ?A/ 2 ����
���� ����������� 	
����
� 	� �� ������� 	
�
�� �� ����
����
α� ����
?A/& 1���� A(2; 2; 6, 5) ∈ α 
 ���� b[B(7, 0,−8), C(0, 14, 6)] ∈ α=
?A/$ 5���� b[B(4,−4, 3), C(−2, 8, 5)] ∈ α 
 α⊥μ;
?A/A 5���� b[B(4,−4, 3), C(−2, 8, 5)] ∈ α 
 α⊥ν &

"
1
��
/

?A/& 7�	�;�� ����
���� α � 	�� ���
��3
 �� ���
 ����& a = AB 
 b" 
�
 �
	�� �����	�
 ���
 c‖b� ��	��� c � A. 0
�
�� �� α �
����� ��$ ����
�� ��
���
��� ����3
 � ��� ��
� 1���	��
� /B&% 
 §33.2.1"& ���	��������
m′

α = M ′
aM

′
b� n′

α = N ′
aN

′
b ���� ����� �	���� � 	� �� 
$��$�� 
 ������� X ′

α =
m′

α ∩ n′
α ∩ x′&

?A/$ �������� 1���	��
� /B& 
 §33.7.1 
���� m′
α = b1& 1�; ���� m′

α ∩ x′ = X ′
α


 m′
α ∩ y′ = Y ′

α� �� n′
α � X ′

α 
 n′
α‖z′� � p′α � Y ′

α 
 p′α‖z′&
?A/A �������� 1���	��
� /B&C 
 §33.7.2 
���� n′

α = b2& 1�; ���� n′
α ∩ x′ = X ′

α


 n′
α ∩ z′ = Z ′

α� �� m′
α � X ′

α 
 n′
α‖y′� � p′α � Z ′

α 
 p′α‖y′&
@����� ??/ 2 ����
���� ����������� 
$�����
� 	� �� �����
 ������
���� ��
����
�
���
??/& α[−4, 3, 5] 
 β[6, 8, 9];
??/$ γ[4, 6,∞] 
 δ[−5, 3, 6].

"
1
��
/

??/& 2
� §33.8.1 �� �����
��&
??/$ 2
� §33.8.2 �� �����
��&

@����� ?B/ 2 ���
����� �����
� 	� �� ���	��
 ����	�� �� ������
AB[A(6, 4, 9), B(−2, 0, 2)] � ����
�����
?B/& α[3, 6,−4];
?B/$ β[4, 8,∞].

C



"
1
��
/

?B/& 2
� §33.9.1 �� �����
��&
?B/$ 2
� §33.9.3 �� �����
��&

@����� ?C/ 2 ���
����� �����
� 	� �� �����
 ��3��� ����� �� ����
�
��
α, β, γ�
?C/& α[5, 8, 7], β[−3, 4, 2], γ[∞,∞, 2];
?C/$ α(a× b), a⊥μ, β‖y, γ‖ν� ��	��� ���
�� a, b �� 	�	��
=
?C/A α(a‖b), a⊥π, β‖z, γ(mγ , C)� ��	��� ����� C 
 ���
�� a, b,mγ � ��
��
	����

� C� �� 	�	��
=
?C/? α[5, 6, 4], β � F (4, 8, 4), β‖δ[−1,∞, 3], γ[∞, 2,∞].

"
1
��
/ <�� α ∩ β ∩ γ = Q 
 α ∩ β = s, β ∩ γ = k, γ ∩ α = l, �� s ∩
k ∩ l = Q& ,���
	�� �� �� 	�� �� ��
�� ������
 ������
�
 �� 	��������
&
A$��$��;�� §33.8 
 ��������;�� ��
 �� ��;)�	���
�� 	��;�
 ����
�
� $� 	�
�����
�� ����
�� ������
�
&
?C/$ ,�������� �� α⊥μ ���� m′

α = b1; β⊥ν.
?C/A ,�������� �� α⊥π ���� p′α = b3 
 β⊥μ.
A$������ ��
$����� ����� M ∈ mγ 
 ���
��;�
 ����� ����� �� ������ CM �
�����;�� ������� 	
�� �� γ&

?C/? ,� δ⊥ν 
 β‖δ ���	�� β⊥ν& A$��$��;�� §34.3.1� $� 	� �����
�� 	
�
�� ��
β � n′

β � F2 
 n′
β‖n′

δ"& 1�; ���� γ‖ν� �� γ⊥μ 
 γ⊥π� ����� �������� ������
���&

@����� ?D/ 2 ���
����� �����
� 	� �� 
$����$
 �

?D/& .����������� ��
�����
� ABC � ���� A(2, 1, 0) 
 ������ BC� ����3�
����� ������ a[K(8, 0, 0), L(7, 2, 0)]&

?D/$ 5���
��� -���������
�� ����3 � ����	
������� ����
�� μ� ��� ������
4, 5cm, �	
�
�� ���� �� ��;�� � 
��
	����� � ���� x� � �������� �� � ����� ��
������ g[Q(−3,−2, 3), R(6, 6,−2)]&

?D/A ,��������� ����� ���
 � ����	
������� ����
�� μ� �
���� ��$ �������
A(1, 2, 0) 
 �������� :
 � ����� �� ������ s[C(−1, 8, 8), D(2, 4, 2)].

?D/? ,��������� ����� �� 	�
�� 	� ���
�� p[P (2, 0, 0), T (0, 3, 0)] 

q[Q(−2, 0, 0), R(0, 2, 0)] 
 
�� ��	
�� 2&

"
1
��
/ 2���� �� �
���
��� ����� ������ 	� �� 
$����$
� ���
 � ����	
�������
����
�� μ. 7� ���	����� �� ��������� �� �
���
�� ��� ����� �� $�	��
�� ��
������ 	� �� 
$���-�� ���
����
��
 �������
�& 4���� � ���$��� � §31�
���&�/C)�/? ������ 	� �� 
$���-
 ��������� �� μ 	� ν&

?D/$ +������� �� -���������
�� � ������� S = g∩μ = Mg� �&�& ������ �����
�� ������ g&

@����� ?E/ 2 ���
����� �����
� 	� �� 
$����$
 �

D



?E/& 5���
��� ���
�
������ 
���
	� � ������� ����3� � μ� � ������� ���
AB[A(3, 4, 0), B(3, 8, 0)] 
 �
���
�� h = 6&

?E/$ 5���
��� ��
������ �
$�� � ������� ����3� � μ� � ������� ���
AB[A(3, 4, 0), B(3, 8, 0)] 
 �
���
�� h = 6&

?E/A 5���
��� -���������� 
���
	� � ������� ����3� � μ� � ������� ���
AB[A(3, 4, 0), B(3, 8, 0)] 
 �
���
�� h = 6&

?E/? 5���
��� ���
�
������ 
���
	� � ������� ����3� � μ� � ������� ���
AB[A(2, 6, 0), B(6, 2, 0)] 
 �
���
�� h = 7&

?E/B 5���
��� ���
�
������ 
���
	� � ������� ����3� � μ� � 	
������
AC[A(8, 8, 0), C(2, 0, 0)] 
 �
���
�� h = 12&

?E/C 5���
��� ��
������ �
$�� � ������� ����3� � μ� ��� �	
�
�� �� ��;�
��
�����
 ������ ���
 � π� �	
� ���� � ������� A(5, 0, 0)� 	���
���� �� ������
�
��� � 6 
 �
���
���� :
 � h = 7&

?E/D 6���	��� ���
�
������ �
$�� � �� PQ[P (4, 4, 0), Q(−3, 3, 7)] 
 ������
���	���� ����3 � μ� �
;�� ���� � ������� A(7, 5, 0) &

?E/E 5���
��� -���������� �
$�� � ������� ����3� � μ� � ������� ���
AB[A(1, 2, 0), B(6, 2, 0)] 
 �
���
�� h = 9&

?E/F 5���
��� ���
�
������ 
���
	� � ������ ABCD� ����3� � μ� ������
������ ����3� � ����
���� α[4,−3, 7] 
 ���� V � 
��
	����� � ������
g[G(7, 0, 6), g‖y]&
?E/&% 5���
��� ���
�
������ �
$�� � ������ ) ���	��� ABCD� ����3 � μ�
� 	
������ AC‖y 
 	�	��� 	���
�� �� �����
� ���&

?E/&& 5���
��� ��
������ �
$�� � ������ ABC� ����3� � μ� � ������� ���
AB� ��;�� � � ��3� ������
� ����� ����	
����
�� ��
 x 
 y 
 
�� 	���
��
a.

?E/&$ E��
�
������ �
$�� � ������ ) ���	��� ABCD� ����3 � μ� � 	
������
AC‖y 
 	�	��� 	���
�� �� �����
� ���& 7� �)�8��$������
�� ���	���
 ��
	
���
��
� ������ � ��	������� 
 �����
��� �� �
$���� � ����
�� α� ���	�����
�� ����
�� P ∈ BC, R ∈ CD, Q ∈ BBo.

"
1
��
/,����
�� �� ���������
��� ��
�� ������ 	� �� 
$����$��� �� ���
��

����������
�
 
 ����� � ����	
������� ����
�� μ. ��
�������
�� �	��	 $�
���	����� �� ������
�� ������� �
���� ��$ ��������� �� μ 	� ν ��
� §31�
���&�/C)�/?"& 2 ����
 �� $�	��
�� ������� ��� 
�
 	
������ � �����	�� �� ����
x 
�
 y& 1��� ���
��� � $�	��
  @&��  @&/�  @&% ������
�� ��� AB‖y� � � $�	&
 @&@ ������
�� ��� AB‖x& ���� 
���� 
$��� 
�
 	� ��������� μ 	� ν� 
�
 	�
�
������ �������
���� ��	�����
 � §31� ���&�/%)�/C&

?



2
���
�
�� �� ���
��
�� 
���
	
 � �����
 � μ� ����� 
 �����
�� ������ ��
���
��
�� �
$�
 � �����
 � μ �� �����	�
 �� ���� z& >�� $�3� �����
�� 
�
����������
��
 ����$
 �� �����	�
 �� ���� z′ �� ����������
��
� ������ �
���	
 r = 1 ������ � � ���
����� �����
�" 	���
�
�� 
� �� $��$���&

?E/A �����& /�" 5���
��
�� -���������
� � �	��$����� ���	���� ��� ��������
�
& 0��������� � 	� �����
� �������� Q �� �
������ ����� ���� ���������&
1��� � ����
�� ���� �� ������������ ��
�����
� ��� ������ AB& ��3��������
	�� ��$�������
 $� �����������
��� �� �����Q.6� �����
�� ����������
���
����$ �� �������� �� � ���
��� -���������
�� ���	
 ����� �� ����� 	� ��
�����
� 	
������&7� 	� 
$����$
� �������� �� ������ 	� 
$���-
� ���������
�� μ 	� ν ��
� §31� ���&�/C)�/?"& <�� K ′ ∈ y′ � ��
$����� ������ �� ���������
; ������
� 	� ν � ������� K ∈ z′ = y� ��	��� O′K = 2 O′K ′& 1��� $�	�����
��
����� �������
� φ(x′, K ′ −→ K)& ���	�������� ��$���;���� ����� UK ′K =
S∞ � ������ �� φ& ���� ��������� ����	�������� ����
�� A′ 
 B′& 6� ����&
/% � �
	��� �� A′K ′ ∩ x′ = 1∞� � B′K ′ ∩ x′ = 2& >�� $�3� A = A′S∞ ∩ K1∞, �
B = B′S∞ ∩K2.

5���������� ���
��
� -���������
� AB C D E F 
 $������� ������������&
0��������� � 	� �����
� ����
�� F ′ = FS∞∩3B′ 
 Q′ = QS∞∩4A′& ,������
��
��
 ����� C ′, D′, E ′, �� �
����
��
 ��������� �� F ′, A′, B′, ������� Q′� �
V1V

′ = 7&

@



?E/C �����& //" ,� �����
���� �� �	���� ������ �� �
$���� ���
 � μ� � ������
���� ���
��� ����� BBo ���
 � π � ���	�� �� ������
�� ���� B ∈ y&
7�	����� ��
����� �������
� φ(x′, K ′ −→ K) � �� x′ 
 ������ ��$���;����
����� UK ′K = S∞& 1�; ���� ����� A ���
 ����� ���� �� �������
���� � �����
$���� ����� ��;�� ����� � 	��;��� �� A = A′& 7� 	� �����
� �����������
�
��
�����
� A B C 
$��$����� �� B ∈ y 
 B ∈ k(A, r = 6)&
���	�� ���������� 
 ��������� � B′ = BS∞ ∩ y′ 
 C ′ = CS∞ ∩ 1B′.
,����
�� ������ �� �����	�
 �� ���� z� ���	
 ����� 
 ����������
��
�� 
�
����$
 �� �����	�
 �� ���� z′& 0���
���� 
� �� $��$�� ?� ����� r = 1&

�
	
.��/ 2 ��$	�� FF �� ���� F �� �������� �������� ��	��� �� 	
���
��
��
������
 �� $�	��
 � �����
��� �������
� �� ���8���
 
 	
���
��
 ������

�� $�	��
  @&/�  @&%�  @&�!�  @&���  @&�/�  @&�%& G� �������
�� �� �
 
$���������
�� 	
���
��
�� ������
 �� ����$���� �� ����	
���
�� �� ����
��� $� 	� ��
���
�
������� ���
�����& ,��
���� ���� ���$����� ��$������
� �� ������� ��� 
�

	
������ ����� ����	
����
�� ��
 x 
 y&

B



'���-�( �
�����
 �� ���-��� � ���-�

'
�
��� �� ���
���� �� 	�� ���������� � ������� �
�
�� ����
�� �� �����
�
��	����� �	���������� �� 	���� ������
�
& 2�������� �� �
�
��� ��
���
���� �� ����	
�� �� �������� �� �	
�
� ��������� ��� ����
�� �� 	���
�
��������� 
 �������& �����
�� �� �
�
��� �� ���
���� �� ������
�
�� ��
����
�� �� 	���� ����������&

<�� �	
�
�� ��������� � H I ������� � 	���
�� � J I ������� �� ������ 	�
�����
� �H K J" ��
 $�	����� $� ����	 �� ���� � ���������& 0� �$���
�
������� ��
$����� ������ ��� �� �	
�
� ��������� � L & 1����� ��-��
���
�� $�	����� $� ����	 �� ������ L � 	���
� ��������� �
���� ��$ ���	�
��
����
�

<" 7�	����� �� ����
�� α� 
��
	����� � ������ L=

*" 6��
���� �� �����
��� �� ����
���� α � ����������=

2" ,��	����� �� ������
�� ����
 �� ������ g ��� �����
���&

"�+������ α3 �����
���� � ��+��� G �
 ����� ��(-�,��
	��/

6��� ������� ��������
� ���� �� 
���
	��� ,	�+
� +*H/

,���
	�� �� �� � ����� <" 
�� ��$���; ��$�������
 � 
$���� �� �������������
����
���� α / 2�$��$��;�
 �� �� ��$
 ��$�������� ���
� 
$���� � ��;��
���������� ����
����� ����� ����� *" � ��-��
���� ���� 
 �������
��� ��
	
�
�� �� α /

2 �����;� �� ����������� � 
���
	�� 
$�
���� ����
����� ����� � 
��
	�����
� ������ G 
 �����
� ���� I �� 
���
	���& �����
��� � ��
�����
�&

2 �����;� �� ����������� � �
$��� 
$�
���� ����
����� ����� � 
��
	����� �
������ G 
 � �����	�� �� �����
�� ������ �� �
$����& �����
��� � �����	�
�&

5������
�� ����
 �� G ��� �����
��� �� ����	
�� �� L � ����������&

����&�

6� ����
�� ������
 ������
���� �� ����
�
�� �� �������� 
 �����
��� �
�$������ � M&

�!



2 ��$����	��
�� �� ��� $�	��
 �����
�� �� ���������
�� ����� � ����	
����
��
����
�
 μ� ν� π �� ��������������� ����	
����� �
����� NOPQ� ����� �����
�� $�	�	��
 �����
��& 1����� ����
�� �� �����
�� ������ �� ���������
��
����	�� � ������
�� 
� �������� ����3
 � ����	
����
�� ����
�
� � ������
M ����	� ��� ����������� 	
�� �� ������������� ����
��� �&�& ����
���� ��
�����
���&

1�
�� ��$����
 ������ $� �
	� �� 	�� ����������� ��
�� 3� ���
���� ���

�/&& 0�� 
���
	
 � ������� R 
 S =

�/$/ 5
���
	� � ���� S 
 �
$�� � ������ ��� TTo =

�/A/ 0�� �
$�
 � �����
 ������ ��������� UUo
 TTo &

0� �$���
� � J ������ RS $� ������ <&� 
�
 ������ ��$ ����� R � �����
� �����	�� �� TTo $� ������ <&/& ��+��� J �
 ����� +*H(+� ��+�/
0��������� � ����� �� ����������
�� ����
�
 α 	� � 
��
	����� � ���������
���� J � $� 	� � ������
���� �����
��� 	� ��	� ��
�����
� 
�
 �����	�
�&
6���
��� �� t ∈ α ���	�� U, V ∈ α 
�
 U ∈ α 
 PP o‖α &

1����� Mt ∈ mα, Nt ∈ nα, Pt ∈ pα. 1��� � ���
������ �� ������	
���� �����
�� ������ V ���� � ���	����� �	�� ����� �� ������ M &

2 ������ <&% � �	���� ����������
�� ����
�
 α 	� �� �����	�
 �	����������
�� �����
�� ������ 
 �� 	���� ����������& 7� ����� ��$ ��
$����� �����K ��
��������� ���
 a‖AAo 
 p‖PP o 
 ���$ ����
�� �� ��$
 ���
 �� ���������
	
�
�� �� ����
���� λ �W� X" & 1����� 	��������� � ����������
�� ����
�
 α 	�
�� �����	�
 �� λ� ����� �$������mα‖mλ, nα‖nλ, pα‖pλ. ���	�������� ����� 	�
��
����� �� ������ 
���� ������� ����� ����� ���
 ��� ��
��
 ����������

����
�
� �� ���� �� � ��$���;��&

,� 	���� ������ 	
�
�� �� ����������
�� ����
�
 α3� �
����� 
 ��$ ����
��
�� �����
�� ������� ����3
 � ���& 4���� ���� ������$���� �� ����	�� �
������
�� ������� �� ���������
��� $�3��� �����
�� 
� ����� � ����	
����
��
����
�
&

4��� ����
�����
� �� ��$����� 	� ��� ���	��� �� ���
���
�� 
$��� �� ������)
����
�� ����
�
 α 	� �
����� ��$ ������ J $� �����
�� L1
 L2 
�
 	� ��
�����	�
 �� λ $� ������ L3 ����	� ������
��� �� ������ M 	� ����$����
�� �	��
����
�� ����
 �� 	�� ���
 ���������� ���� V 
 ������ ���" 
�

���������� �� ���� ��$ ����� ������ �� ������ ���� �&�& ������� ����" 

�����	�� �� 	
�� �� ����
���� λ/

2�� ���$�� � ������� ������� ����� � ��-��
��� �� $�	����� $� ����	 ��
���� � ��������� 3� �������
�� �� ��; ���� ������ G 
 �����
��� �����
�	���������� � ����
���� α� �� ��3����������� �� ������
�� ����
 �� G ���
�����
��� � ������
���� 
 ����� ��$
 ����
 �� ������
�� ����	
 �����&�"&

��



5������
�� ����
 �� ������ M ��� �����
�� �� �������� �� ����������� ����3�
� ����������� ����	
����� ����
��� �� ���	���� 	
������� ���	 ����� �����)
��
��� �� �����
��� � �����������&

4����� 	�� ���������� �� ���
���� �� ���$��� �� ���� 	� 
�� ����
 �� ����
��
�� �� �������� � ���
������&1� ��	����� �����
�� ������� ��
�� �����
��3
 ����
 � 	���
� ���������& 5�
��� � ��$
 ����
 	� �� ���
��� 
$��
���
&

6��� �
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��
 ����������
 ����
�
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�� �� 
$��$��� �
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 � ���
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��������� ����� ����� � ���;�� ���� $� ������ �� 	�� 
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$�� 
 ��$���;�� ���� $� ������ �� 	�� �
$�
& ,��	������� �� 
$��
��)
�
�� ����
 ����� ���������
��� ��
�� 3� �� ���
���� ����� � ���3�� ��
�(������
 
�
 ���
���
 �3� �(����
	�� ��(-�,��
	�� �+���� ��$
��������� ����� ���� �� ����� � 	�������
� ���� � ���	���� �� ���� 	� ��
��$������
 ��
��
 �������
 ����������
 ����
�
& 6� ���������� ����
��
���� �$������ ������
��� ��$������
� �� 	
�
�� �� 	�
������
�� ������)
����
 ����
�
 
 	
�
�� �� �������
�� ����������
 ����
�
& 1��� 	
�
��
�� 	�
������
�� ����������
 ����
�
 $� ����
 ��������� 3� ���
��� ��
�������� �� 	���
� ��������� 
$��
���
�� 
� ����
� ��� 
�� ���
��& 2 ��� ��
��$������
 ����
�� �� ���$
 �����
 ������� ��
�� ����� ����	
 � 	���
�
���������& 1�; ���� �����
�� �� ��$����	��
�� �� ��� ���������
 �� 
$�����
�
�� ����� �� 
$��
���
�� ����
 ���� 	� ��	� /� �� !&

#������	��
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���
���
�� ����
 ���"� ����� ���� 
 ��
��
��� �� ���"�
�
�� �� �
�
��� �� ����
����

�& $���
���
�� ����
 �� ���& A�� 	�� ��$�������
 $� ��$������
� �� 	����

$��
���
 ����
 &
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