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Ó×ÅÁÍÎ ÏÎÌÀÃÀËÎ ÏÎ ÑÈÍÒÅÒÈ×ÍÀ ÃÅÎÌÅÒÐÈß1

Ó÷åáíàòà äèñöèïëèíà Ñèíòåòè÷íà ãåîìåòðèÿ ñúäúðæà äâå ÷àñòè: ïðîåêòèâíà
ãåîìåòðèÿ è äåñêðèïòèâíà ãåîìåòðèÿ è ñå ïðåïîäàâà íà ñïåöèàëíîñòèòå
Ìàòåìàòèêà, Ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà (ñ õîðàðèóì 40 ÷àñà ëåêöèè è 40
÷àñà óïðàæíåíèÿ), Ôèçèêà è Ìàòåìàòèêà (ñ õîðàðèóì 30 ÷àñà ëåêöèè è 30
÷àñà óïðàæíåíèÿ). Ëåêöèèòå ñëåäâàò ó÷åáíèêà "Ñèíòåòè÷íà ãåîìåòðèÿ"ñ àâòîð
äîö.ä-ð Áèñòðà Öàðåâà.

Îáó÷åíèåòî çàâúðøâà ñ èçïèò, êàòî îöåíêàòà ñå ôîðìèðà âúðõó ñëåäíèòå
êîìïîíåíòè:
1. Ðåøàâàíå íà çàäà÷è ñ ïîëçâàíå íà ó÷åáíèêà çà ñïðàâêà âúðõó òåîðèÿòà.
2. Äîêàçâàíå íà òåîðåìè áåç äà ñå èçïîëçâà ëèòåðàòóðà çà ñïðàâêà. Òåîðåìèòå
ñà ñåëåêòèðàíè â 4 ãðóïè â çàâèñèìîñò îò òðóäíîñòòà íà äîêàçàòåëñòâîòî èì.
Âñåêè ñòóäåíò ñàì èçáèðà ãðóïàòà òåîðåìè, âúðõó êîÿòî ùå áúäå èçïèòàí â
óñòíà áåñåäà îò ïðåïîäàâàòåëÿ, ñ êîåòî îïðåäåëÿ è äèàïàçîíà íà òî÷êèòå, êîèòî
ùå ïîëó÷è çà òàçè ÷àñò îò èçïèòà.
3. Êóðñîâà ðàáîòà.
4. Ïðèñúñòâèå è àêòèâíîñò ïî âðåìå íà çàíÿòèÿòà.

Ïîñëåäíàòà ãëàâà íà íîâîòî èçäàíèå íà ó÷åáíèêà "Ñèíòåòè÷íà ãåîìåòðèÿ"(2010)
ñúäúðæà çàäà÷è ïî ïðîåêòèâíà è äåñêðèïòèâíà ãåîìåòðèÿ, êîèòî ñà òåìàòè÷íî
ïîäðåäåíè ñúîáðàçíî ó÷åáíàòà ïðîãðàìà è ñà äîñòàòú÷íè êàêòî çà ïðîâåæäàíå
íà óïðàæíåíèÿòà, òàêà è çà ñàìîñòîÿòåëíàòà ðàáîòà íà ñòóäåíòèòå, íî ëèïñâàò
ðåøåíèÿ (êàêòî èçèñêâà ñèñòåìàòà íà èçïèòâàíå).
Íàñòîÿùåòî ó÷åáíî ïîìàãàëî å íå ñàìî ïðèòóðêà êúì ó÷åáíèêà ïî Ñèíòåòè÷íà
ãåîìåòðèÿ, â êîÿòî ñà äàäåíè ðåøåíèÿ è óïúòâàíèÿ íà ïîäáðàíè çàäà÷è, òàêà ÷å
ñòóäåíòúò äà ñå ó÷è è ñàì äà ñå ñïðàâÿ ñ ðåøàâàíåòî íà çàäà÷èòå â òàçè ó÷åáíà
äèñöèïëèíà. Òî îñèãóðÿâà ïðèëàãàíå íà èíîâàòèâíè ìåòîäè â îáó÷åíèåòî ïî
ãåîìåòðèÿ.
Ó÷åáíîòî ïîìàãàëî å êîíñòðóèðàíî â äâå ÷àñòè, âñÿêà îò êîèòî ñúäúðæà ñúîòâåòíî
çàäà÷è ïî ïðîåêòèâíà ãåîìåòðèÿ è çàäà÷è ïî äåñêðèïòèâíà ãåîìåòðèÿ.
Âñÿêà ÷àñò ñúäúðõà äâà ðàçäåëà.
Ïúðâèÿò ðàçäåë ìîæå äà ñå ïðèíòèðà è ïîëçâà è íà êíèæåí íîñèòåë.
Âòîðèÿò ðàçäåë íà ïúðâàòà ÷àñò ïðåäëàãà äèíàìè÷íè ÷åðòåæè íà
èçáðàíè çàäà÷è ïî ïðîåêòèâíà ãåîìåòðèÿ è âúçìîæíîñò äà ñå ñúçäàâàò
äèíàìè÷íè ÷åðòåæè íà äðóãè çàäà÷è êàòî ñå èçïîëçâà àâòîðñêàòà
ïðîãðàìà ÑÀÌ. Â ñúùîòî âðåìå ðåøåíèÿòà ìîãàò è äà ñå ïðåçåíòèðàò
ïîñëåäîâàòåëíî ñòúïêà ïî ñòúïêà. Çàìÿíàòà íà ëèñòà è ìîëèâà ñ êîìïþòúð
ïðè èçïúëíåíèå íà ÷åðòåæèòå, îáëåê÷àâà è îñúâðåìåíÿâà ïðîöåñà íà îáó÷åíèå.
Âòîðèÿò ðàçäåë íà âòîðàòà ÷àñò ïðåäëàãà èíòåðàêòèâíî îáó÷åíèå ïî
òåìàòà "Âçàèìíî ïðåñè÷àíå íà ïðèçìè è ïèðàìèäè â àêñîíîìåòðèÿ"

1Ïúðâèòå äâàìà àâòîðè íà ó÷åáíîòî ïîìàãàëî ñà ÷àñòè÷íî ôèíàíñèðàíè îò Ïëîâäèâñêè
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ñ ïîìîùòà íà ñúçäàäåíèÿ îò íàñ îáðàçîâàòåëåí ñîôòóåð ÑÀÌ, íàïèñàí
íà C♯ â ñðåäà íà .NET framework 4.
Ïðîãðàìàòà ïîçâîëÿâà äà ñå ñëåäâà ðú÷íîòî ðåøåíèå íà çàäà÷èòå, êàòî ñå ïîëçâà
ìåòîäà íà ñïîìàãàòåëíèòå ðàâíèíè. Äîñòàòú÷íî å äà ñå âúâåäàò êîîðäèíàòèòå íà
âúðõîâåòå íà äâàòà ìíîãîñòåíà è ïðîãðàìàòà ïðåäëàãà íà ïîëçâàòåëÿ ïúëíîòî
ðåøåíèå íà çàäà÷àòà âúâ âñÿêà îò ïåòòå ïîïóëÿðíè àêñîíîìåòðè÷íè ïðîåêöèè
(êàáèíåòíà ïðîåêöèÿ, êàâàëèåðíà è âîåííà ïåðñïåêòèâè, ïðàâîúãúëíè èçîìåòðèÿ
è äèìåòðèÿ). Òî âêëþ÷âà ôèíàëíèÿ ÷åðòåæ, ñïèñúê íà åòàïèòå íà ðåøåíèåòî ñ
êðàòúê êîìåíòàð íà ïî-çíà÷èìèòå îò òÿõ è ïîñëåäîâàòåëíîñò íà âñè÷êè ñòúïêè
â ðåøåíèåòî. Eòàïèòå â ðåøåíèåòî íà âñÿêà çàäà÷à ñà: èçîáðàçÿâàíå íà òåëàòà,
ïîñòðîÿâàíå íà âúðõîâàòà ïðàâà è ñòúïêèòå �è, ïîñëåäîâàòåëíî ïîñòðîÿâàíå íà
ïðîáîäíèòå òî÷êè íà îêîëíèòå ðúáîâå íà âñåêè ìíîãîñòåí ñ äðóãèÿ, ðàçâèâàíå íà
ïðîáîäíàòà ñõåìà, êîðåêöèÿ íà âèäèìîñòòà íà ðúáîâåòå, ñúîáðàçåíà ñ âçàèìíîòî
ïðåñè÷àíå íà òåëàòà è íà êðàÿ ñêðèâàéêè âñè÷êè ñïîìàãàòåëíè ëèíèè , êîìïîçè-
öèÿòà íà äâàòà ïðåñè÷àùè ñå ìíîãîñòåíà å ïðåäñòàâåíà â ïåðñïåêòèâà. Ñòóäåíòúò
ìîæå äà èçáåðå íàé-ïîäõîäÿùàòà ïðîåêöèÿ çà êîíêðåòíàòà çàäà÷à è ÷ðåç áóòîíà
çà ïðåçåíòàöèÿ äà ïðîñëåäè ïîñòðîåíèÿòà âúâ âñåêè åòàï ñ âúçìîæíîñòòà äà ñå
äâèæè â äâåòå ïîñîêè íà âðåìåòî. Çà îáëåê÷åíèå íà ïîëçâàòåëÿ ïî âðåìå íà
ïðåçåíòàöèÿòà âñè÷êè ïîñòðîåíèÿ, êîèòî íå ó÷àñòâàò â òåêóùèÿ èëè ñëåäâàùè
åòàïè ñà ñêðèòè. Ïîçâàòåëÿò å ñâîáîäåí äà åêñïåðèìåíòèðà âúðõó ÷åðòåæà,
ìàíèïóëèðàéêè âñåêè îáåêò ïîîòäåëíî (äà ïðîìåíÿ ñòèë, öâÿò, ðàçìåð) èëè äà
ïðèëàãà âúðõó öåëèÿ ÷åðòåæ ðîòàöèÿ, òðàíñëàöèÿ, ñâèâàíå, ðàçòÿãàíå, ìàùàáè-
ðàíå, ïðèíòèðàíå.
Ïðîãðàìàòà ÑÀÌ è êëàñèôèêàöèÿòà íà ïðîáîäíèòå òî÷êè íà îêîëíèòå ðúáîâå,
áàçèðàíà íà âçàèìíîòî ïîëîæåíèå íà ñïîìàãàòåëíèòå èì ðàâíèíè, ñà èíñòðóìåí-
òè, ÷ðåç êîèòî ïðåïîäàâàòåëèòå è ñòóäåíòèòå ìîãàò äà ñúñòàâÿò áúðçî è ëåñíî íå
ñàìî ñòàíäàðòíè çàäà÷è, íî è ïî-èíòåðåñíè çàäà÷è, êîèòî ëèïñâàò â èçâåñòíèòå
ñáîðíèöè è ó÷åáíè ïîìàãàëà. Ïîëçâàòåëÿò ìîæå äà ïðîìåíÿ êîîðäèíàòè íà
íÿêîè âúðõîâå íà ìíîãîñòåíèòå, çà äà ïîëó÷è èìïðîâèçàöèè âúðõó äàäåíà çàäà÷à
èëè äà ñúñòàâÿ èçöÿëî íîâè çàäà÷è, âêëþ÷âàéêè öÿëîòî ðàçíîîáðàçèå íà ïðîáîäè-
òå, îïèñàíî îò íàøàòà êëàñèôèêàöèÿ. Íàé-äîáðèòå èìïðîâèçàöèè, ïðåäëîæåíè
îò ñòóäåíòèòå â êóðñîâèòå èì ðàáîòè, ùå áúäàò âêëþ÷åíè âúâ âòîðèÿ ðàçäåë
íà âòîðàòà ÷àñò íà ó÷åáíîòî ïîìàãàëî.
Íîâèÿò ïîäõîä â îáó÷åíèå ïî òåìàòà îñèãóðÿâà ïî-çàäúëáî÷åíîòî �è èçó÷àâàíå,
ñòèìóëèðà òâîð÷åñêàòà ðàáîòà íà ñòóäåíòèòå è ñúùåâðåìåííî ìàêñèìàëíî îáëåê-
÷àâà óñëîâèÿòà íà âñåêè íåãîâ åòàï - ïîäãîòîâêà íà ïðåïîäàâàòåëÿ; ïðåïîäàâàíå
è íàó÷àâàíå; ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà íà ñòóäåíòèòå.
Ñ óäîâîëñòâèå ùå ñïîäåëèì, ÷å ïðèëàãàíåòî íà íîâèÿ ïîäõîä â îáó÷åíèåòî ïî
ñèíòåòè÷íà ãåîìåòðèÿ, îñèãóðåí ÷ðåç íàñòîÿùîòî ó÷åáíî ïîìàãàëî, óâåëè÷è
èíòåðåñà íà ñòóäåíòèòå è çàïî÷íà òåõíèÿò ïðèíîñ â îáîãàòÿâàíå íà ñïèñúêà íà
äèíàìè÷íèòå ÷åðòåæè íà çàäà÷è ïî ïðîåêòèâíà ãåîìåòðèÿ, ñúçäàäåíè îò ñàìèòå
ñòóäåíòè.
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1 ×àñò I � Çàäà÷è ïî ïðîåêòèâíà ãåîìåòðèÿ

Ïåðñïåêòèâíè òðèúãúëíèöè. Ïðèíöèï çà äóàëíîñò

Àêñèîìà A5 å èíñòðóìåíò çà äîêàçâàíå íà êîëèíåàðíîñò íà òðè òî÷êè.
Äîñòàòú÷íî å äà ïîñî÷èì ïîäõîäÿùà äâîéêà òðèúãúëíèöè, óäîâëåòâîðÿâàùè
óñëîâèÿòà íà àêñèîìà A5. Çà äà äîêàæåì, ÷å ÷åòèðè òî÷êè ñà êîëèíåàðíè å
äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å äâå òðîéêè îò òåçè ÷åòèðè òî÷êè ñà êîëèíåàðíè.

Çàäà÷à 1. Äàäåíè ñà ïðàâèòå g è g′ êàòî g ∩ g′ = S è òî÷êèòå A,B,C ∈ g è
A′, B′, C ′ ∈ g′. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ïðàâèòå AA′, BB′, CC ′ ìèíàâàò ïðåç åäíà
òî÷êà, òî òî÷êèòå P = AB′ ∩ A′B, Q = BC ′ ∩ B′C, R = CA′ ∩ C ′A, S ëåæàò
íà åäíà ïðàâà.

Ðåøåíèå. (÷åðò.1) Îò óñëîâèåòî AA′, BB′, CC ′ ∈ T, Îïðåäåëåíèå 2.3 è àêñèîìà
A5 ñëåäâà, ÷å äâîéêèòå òðèúãúëíèöèAB

′C, A′BC ′ èABC ′, A′B′C ñà ïåðñïåêòèâíè
è ñúîòâåòíî òðîéêèòå òî÷êè P,Q, S è S,Q,R ñà êîëèíåàðíè. Òúé êàòî òî÷êèòå
Q è S ñà îáùè çà äâåòå ïðàâè, îïðåäåëåíè îò òåçè òðîéêè òî÷êè, òî òå ñúâïàäàò
èëè ÷åòèðèòå òî÷êè P,Q,R, S ñà êîëèíåàðíè.

Çàäà÷à 2. Äàäåíè ñà ïðàâèòå g è g′ êàòî òî÷êàòà g ∩ g′ = S å íåäîñòúïíà çà
÷åðòåæà, ò.å. òî÷êà S å èçâúí ÷åðòåæíèÿ ëèñò.Äàäåíà å îùå òî÷êà P , íåèíöèäåíòíà
ñ ïðàâèòå g è g′. Äà ñå ïîñòðîè ñúåäèíèòåëíàòà ïðàâà íà òî÷êèòå S è P .

Ðåøåíèå. (÷åðò.2) Çà ðåøåíèåòî íà òàçè çàäà÷à ïðèëàãàìå çàäà÷à 1.
Ïîñòðîÿâàìå ïðîèçâîëíè ïðàâè a ∋ P è b ∋ P . Îçíà÷àâàìå : a∩g = A, a∩g′ = B′,
b∩g = B, b∩g′ = A′ è AA′∩BB′ = T. Ïîñòðîÿâàìå òðåòà ïðîèçâîëíà ïðàâà c ∋ T
è íåêà c ∩ g = C, c ∩ g′ = C ′. Òúé êàòî △AB′C è △A′BC ′ èìàò ïåðñïåêòèâåí
öåíòúð T , òî ñúãëàñíî àêñèîìà A5 òî÷êèòå P = AB′ ∩ A′B, S = AC ∩ A′C ′ è
Q = B′C ∩BC ′ ñà êîëèíåàðíè, ò.å. òúðñåíàòà ïðàâà PS ñúâïàäà ñ ïðàâàòà PQ,
êîÿòî ìîæåì äà ïîñòðîèì.

Çàäà÷à 3. Äàäåíè ñà ïðàâèòå a, b, c, d êàòî òî÷êèòå a ∩ b = C, c ∩ d = C ′ ñà â
÷åðòåæíèÿ ëèñò, à òî÷êèòå a ∩ c = P , b ∩ d = Q′, ñà èçâúí íåãî. Äà ñå ïîñòðîè
ïðàâàòà PQ.
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Ðåøåíèå. Èçáèðàìå ïðîèçâîëíà òî÷êà T ∈ CC ′ è ïîñòðîÿâàìå ïðîèçâîëíè
ïðàâè g ∋ T è l ∋ T . Íåêà g ∩ a = A, g ∩ c = A′, l ∩ b = B, l ∩ d = B′.
△ABC è △A′B′C ′ óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà íà àêñèîìà A5, òúé êàòî èìàò
ïåðñïåêòèâåí öåíòúð T . Òîãàâà òî÷êèòå AB ∩A′B′ = R, BC ∩B′C ′ = b∩ d = Q,
è AC ∩ A′C ′ = a ∩ c = P ñà êîëèíåàðíè. Òàêà íàìåðèõìå òî÷êà R, êîÿòî ëåæè
âúðõó òúðñåíàòà ïðàâà PQ. Ñåãà ïðèëàãàìå çàäà÷à 2 çà ïðàâèòå a, c è òî÷êà R.

Òâúðäåíèå A′
5 (äóàëíî íà àêñèîìà A5), èçâåñòíî îùå êàòî òåîðåìà íà Äåçàðã

çà ïåðñïåêòèâíèòå òðèúãúëíèöè, å ñðåäñòâî, ïîñðåäñâîì êîåòî äîêàçâàìå, ÷å
òðè ïðàâè ìèíàâàò ïðåç åäíà òî÷êà.

Çàäà÷à 4. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî òðè òðèúãúëíèêà ñà äâà ïî äâà ïåðñïåêòèâíè ñ
îáù ïåðñïåêòèâåí öåíòúð, òî òåõíèòå òðè ïåðñïåêòèâíè îñè ìèíàâàò ïðåç åäíà
òî÷êà.
Äà ñå ôîðìóëèðà äóàëíàòà çàäà÷à.

Ðåøåíèå.(÷åðò.3) Äà îçíà÷èì òðèòå òðèúãúëíèêà ñ AiBiCi, i = 1, 2, 3, à îáùèÿò
èì ïåðñïåêòèâåí öåíòúð - ñ T . Îò óñëîâèåòî ñëåäâà êîëèíåàðíîñò íà ÷åòâîðêèòå
òî÷êè A1, A2, A3, T ; B1, B2, B3, T ; C1, C2, C3, T ;. Òðèòå ïåðñïåêòèâíè îñè t1, t2, t3
ñå îïðåäåëÿò ñ òî÷êèòå P1, Q1, R1 ∈ t1, P2, Q2, R2 ∈ t2, P3, Q3, R3 ∈ t3, êúäåòî

(1.1)

A2B2 ∩ A3B3 = P1, A3B3 ∩ A1B1 = P2, A1B1 ∩ A2B2 = P3,

B2C2 ∩B3C3 = Q1, B3C3 ∩B1C1 = Q2, B1C1 ∩B2C2 = Q3,

C2A2 ∩ C3A3 = R1, C3A3 ∩ C1A1 = R2, C1A1 ∩ C2A2 = R3.

Äà äîïóñíåì, ÷å òî÷êèòå P1, P2, P3 ñà êîëèíåàðíè. Ñëåäîâàòåëíî P1P2 = P2P3 ⇐⇒
A3B3 = A1B1, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà óñëîâèåòî, ÷å △A3B3C3 è △A1B1C1 ñà
ïåðñïåêòèâíè. Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íå å âÿðíî è òî÷êèòå P1, P2, P3 íå
ñà êîëèíåàðíè. Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà, ÷å è òðîéêàòà òî÷êè Q1, Q2, Q3 íå ñà
êîëèíåàðíè. Çíà÷è ñúùåñòâóâàò △P1P2P3 è △Q1Q2Q3 , êîèòî ùå ðàçãëåäàìå.
Òúé êàòî ñúãëàñíî óñëîâèåòî òî÷êèòå

P1P2 ∩Q1Q2 = A3B3 ∩B3C3 = B3,

P2P3 ∩Q2Q3 = A1B1 ∩B1C1 = B1,

P3P1 ∩Q3Q1 = A2B2 ∩B2C2 = B2

ñà èíöèäåíòíè ñ ïðàâà b, òî ïðèëàãàéêè A′
5 ïîëó÷àâàìå, ÷å△P1P2P3 è△Q1Q2Q3

ñà ïåðñïåêòèâíè ñ ïåðñïåêòèâíà îñ b è ñëåäîâàòåëíî èìàò ïåðñïåêòèâåí öåíòúð
O = P1Q1 ∩P2Q2 ∩P3Q3 = t1 ∩ t2 ∩ t3. Ñ òîâà äîêàçàõìå, ÷å òðèòå ïåðñïåêòèâíè
îñè t1, t2, t3 íà äàäåíèòå â óñëîâèåòî òðèúãúëíèöè ìèíàâàò ïðåç åäíà òî÷êà O.

Äóàëíà çàäà÷à.Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî òðè òðèúãúëíèêà ñà äâà ïî äâà ïåðñïåêòèâíè
ñ îáùà ïåðñïåêòèâíà îñ, òî òðèòå èì ïåðñïåêòèâíè öåíòúðà ëåæàò íà åäíà
ïðàâà.
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Çàäà÷à 5. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî òðè òðèúãúëíèêà ñà äâà ïî äâà ïåðñïåêòèâíè
êàòî òåõíèòå òðè ïåðñïåêòèâíè öåíòúðà ëåæàò íà åäíà ïðàâà, êîÿòî íå ìèíàâà
ïðåç íèòî åäèí îò âúðõîâåòå íà äàäåíèòå òðèúãúëíèöè, òî òåõíèòå òðè ïåðñïåêòèâíè
îñè ñúâïàäàò.

Ðåøåíèå. (÷åðò.4) Íåêà △A2B2C2 è △A3B3C3 ñà ïåðñïåêòèâíè ñ ïåðñïåêòèâåí
öåíòúð O1, △A3B3C3 è △A1B1C1 ñà ïåðñïåêòèâíè ñ ïåðñïåêòèâåí öåíòúð O2, à
△A1B1C1 è △A2B2C2 ñà ïåðñïåêòèâíè ñ ïåðñïåêòèâåí öåíòúð O3.
Çà äà íà÷åðòàåì òðèúãúëíèöèòå, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà,
ôèêñèðàìå òî÷êèòå O1, O2, O3 ∈ g è èçáèðàìå ïðîèçâîëíî ïåðñïåêòèâíèòå
òðèúãúëíèöè △A1B1C1 è △A2B2C2 ñ ïåðñïåêòèâåí öåíòúð O3.
Òîãàâà A3 = O1A2 ∩O2A1, B3 = O1B2 ∩O2B1, C3 = O1C2 ∩O2C1.
Òî÷êà A3 /∈ A1A2. Äîïóñêàíåòî íà ïðîòèâíîòî îçíà÷àâà ñúâïàäàíå íà ïðàâèòå
A1A2 èA2A3, îò êúäåòî ñëåäâà ñúâïàäàíå íà öåíòðîâåòåO1 èO3, êîåòî ïðîòèâîðå÷è
íà óñëîâèåòî. È òàêà òðîéêèòå òî÷êèA1, A2, A3;B1, B2, B3; C1, C2, C3 ñà íåêîëèíåàðíè.
Ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèÿòà (1.1) íà çàäà÷à 4. Ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà äà äîêàæåì,
÷å òðèòå ïåðñïåêòèâíè îñè t1 ∋ P1, Q1, R1, t2 ∋ P2, Q2, R2, t3 ∋ P3, Q3, R3,
ñúâïàäàò. Çà öåëòà ðàçãëåæäàìå △A1A2A3 è △B1B2B3. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà,
÷å òåçè òðèúãúëíèöè ñà ïåðñïåêòèâíè ñ ïåðñïåêòèâíà îñ g. Òîãàâà îò òâúðäåíèå
A′

5 ñëåäâà, ÷å ïðàâèòå A1B1, A2B2, A3B3 ñà èíöèäåíòíè ñ åäíà òî÷êà, ò.å.
A2B2 ∩ A3B3 = A3B3 ∩ A1B1 = A1B1 ∩ A2B2 ⇐⇒ P1 = P2 = P3.
Àíàëîãè÷íî, ñëåä ðàçãëåæäàíå íà △C1C2C3 è △B1B2B3, óñòàíîâÿâàìå
Q1 = Q2 = Q3. Ñëåäîâàòåëíî t1 = t2 = t3.

Ïúëåí ÷åòèðèúãúëíèê. Õàðìîíè÷íè ãðóïè

Çàäà÷à 6. Äàäåí å ïúëíèÿò ÷åòèðèúãúëíèê ABCD ñ äèàãîíàëíè òî÷êè P =
AB ∩ CD, Q = BC ∩ AD, R = AC ∩ BD. Äà ñå îïèøàò õàðìîíè÷íèòå
ãðóïè, ñâúðçàíè ñ äâîéêèòå äèàãîíàëíè òî÷êè è äâîéêèòå âúðõîâå íà ïúëíèÿ
÷åòèðèúãúëíèê ABCD.

Ðåøåíèå.(÷åðò.3.3, ó÷åáíèê, ñòð.13). Ñúãëàñíî Îïðåäåëåíèå 4.1 èìàìå õàðìîíè÷íèòå
ãðóïè H(QR,P1P2), H(RP,Q1Q2), H(PQ,R1R2), à ñúãëàñíî Òåîðåìà 5.2 èìàìå
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õàðìîíè÷íèòå ãðóïèH(AB,PP2), H(CD,PP1), H(AD,QQ1), H(BC,QQ2), H(AC,RR1),
H(BD,RR2).

Çàäà÷à 7. Äàäåí å ïúëíèÿò ÷åòèðèúãúëíèê ABCD ñ äèàãîíàëíè òî÷êè P =
AB ∩ CD, Q = BC ∩ AD, R = AC ∩ BD è òî÷êèòå P1 : H(CD,PP1), Q2 :
H(BC,QQ2), R2 : H(BD,RR2) (÷åðò. 3.3).
Äà ñå äîêàæå, ÷å:
à) òî÷êèòå P1, Q2, R2 ñà êîëèíåàðíè;
á) ïðàâèòå AB,CR2, DQ2 ìèíàâàò ïðåç åäíà òî÷êà F ;
â) äâîéêèòå òî÷êè BP è AF ñà õàðìîíè÷íî ñïðåãíàòè.

Ðåøåíèå.(÷åðò.3.3, ó÷åáíèê, ñòð.13). 7.à) Âèæ Òåîðåìà 3.1.
7.á) Ðàçãëåæäàìå △ACD è △BR2Q2 è ìîæåì äà çàïèøåì: AC ∩ BR2 = AC ∩
BD = R, AD ∩ BQ2 = AD ∩ BC = Q, CD ∩ R2Q2 = P ∗. Íî RQ ∩ CD = P1,
à ñúãëàñíî 7.à) P1 ∈ R2Q2. Òîãàâà P

∗ ≡ P1 = CD ∩ R2Q2 ∩ RQ èëè △ACD è
△BR2Q2 èìàò ïåðñïåêòèâíà îñ, îïðåäåëåíà îò òî÷êèòå R,Q, P1. Ñëåäîâàòåëíî
óñëîâèÿòà íà Òâúðäåíèå A′

5 ñà èçïúëíåíè è ïåðñïåêòèâíèòå △ACD è △BR2Q2

èìàò ïåðñïåêòèâåí öåíòúð F = AB ∩ CR2 ∩DQ2.
7.â) Õàðìîíè÷íàòà ãðóïà H(BP,AF ) ñëåäâà îò Îïðåäåëåíèå 4.1, ïðèëîæåíî çà
ïúëíèÿ ÷åòèðèúãúëíèê DRQ2C.

Çàäà÷à 8. Äàäåíè ñà êîëèíåàðíèòå òî÷êè A,B,C. Äà ñå íàìåðè òî÷êà X,
îïðåäåëåíà îò õàðìîíè÷íàòà ãðóïà H(AB,CX).
Äà ñå ôîðìóëèðà è ðåøè äóàëíàòà çàäà÷à.

Ðåøåíèå. Âèæ Îñíîâíàòà çàäà÷à íà ñòð.15 îò ó÷åáíèêà.

Çàäà÷à 9. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ñà äàäåíè êîëèíåàðíèòå òî÷êè A,B,C, òî
ñúùåñòâóâà òî÷íî åäíà òî÷êàX, îïðåäåëåíà îò õàðìîíè÷íàòà ãðóïàH(AB,CX).

Ðåøåíèå. Âèæ Òåîðåìà 4.2 íà ñòð.15 îò ó÷åáíèêà.

Çàäà÷à 10. Äà ñå äîïúëíè hMN -èçîáðàæåíèåòî.

Ðåøåíèå. Äîñòàòú÷íî å äà ñå íàìåðè îáðàçúò X ′ íà ïðîèçâîëíà òî÷êà X ∈
g =MN , òàêà ÷å äà å â ñèëà H(MN,XX ′). Çà öåëòà âèæ Îñíîâíàòà çàäà÷à íà
ñòð.15 îò ó÷åáíèêà.

Ïåðñïåêòèâíîñò

Çàäà÷à 11. Äàäåíè ñà òðîéêèòå òî÷êè A,B,C è A′, B′, C ′, êúäåòî
g∩g′ = O. Äà ñå íàìåðè ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ïåðñïåêòèâíîñòè, êîÿòî äà èçîáðàçè
òî÷êèòå A,B,C ñúîòâåòíî â òî÷êèòå A′, B′, C ′.

Äà ñå ðàçãëåäàò ñëó÷àèòå, êîãàòî:
11.1 g ̸≡ g′;
11.1.1 A = A′ = O ;
11.1.2 Òî÷êà O íå ñúâïàäà ñ äâîéêà ñúîòâåòíè òî÷êè;
11.2 g ≡ g′.
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Ðåøåíèå.Çàäà÷àòà å ðåøåíà â õîäà íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 8.6, I). Âèæ
ó÷åáíèêà, ñòð.31, 32.

Çàäà÷à 12. Äàäåíè ñà òî÷êèòå A,B,C ∈ g è ïðàâèòå a′, b′, c′ ∈ S(O′). Äà
ñå íàìåðè ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ïåðñïåêòèâíîñòè, êîÿòî äà èçîáðàçè òî÷êèòå
A,B,C ñúîòâåòíî â ïðàâèòå a′, b′, c′.

Ðåøåíèå.Çàäà÷àòà å ðåøåíà â õîäà íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 8.6, III).Âèæ
ó÷åáíèêà, ñòð.32.

Çàäà÷à 13.Äàäåíè ñà òî÷êèòåA,B,C,D ∈ g.Äà ñå äîêàæå, ÷å ÷ðåç òðè ïîñëåäîâàòåëíè
öåíòðàëíè ïåðñïåêòèâíîñòè ÷åòâîðêàòà òî÷êèA,B,C,D ìîæå äà ñå òðàíñôîðìèðà
â ÷åòâîðêàòà òî÷êè :
13.1 B,A,D,C ;
13.2 C,D,A,B ;
13.3 D,C,B,A .

Ðåøåíèå. (÷åðò.5) Èçáèðàìå ïðîèçâîëíà ïðàâà g1 ∋ A è ïðîèçâîëíà òî÷êà
O /∈ g è O /∈ g1. Äà îçíà÷èì : BO = g2, CO = g3, DO = g4. Ðàçãëåäàéòå
ñëåäíèòå ïîñëåäîâàòåëíîñòè îò ïåðñïåêòèâíîñòè :

13.1 g
O
=∧ g1

C
=∧ g2

R
=∧ g ; 13.2 g

O
=∧ g1

B
=∧ g3

R
=∧ g ; 13.2 g

O
=∧ g1

B
=∧ g4

Q
=∧ g ;

Òåîðåìà íà Ïàï. Ïðîåêòèâíîñò, èíâîëþöèÿ, äîïúëâàíå.

Çàäà÷à 14. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî △ABC å ïåðñïåêòèâåí ñ △PQR è △QRP , òî
òîé å ïåðñïåêòèâåí è ñ △RPQ.

Ðåøåíèå.(÷åðò.6) Óïúòâàíå: Îçíà÷åòå ñ O1 è O2 ïåðñïåêòèâíèòå öåíòðîâå
ñúîòâåòíî íà äâîéêèòå ïåðñïåêòèâíè òðèúãúëíèöè △ABC, △PQR è △ABC,
△QPR. Ïðèëîæåòå òåîðåìàòà íà Ïàï çà òðîéêèòå êîëèíåàðíè òî÷êè A,P,O1 è
B,R,O2 è íà êðàÿ âúç îñíîâà íà ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò, ïðèëîæåòå òåîðåìàòà íà
Äåçàðã (A′

5), çà äà äîêàæåòå, ÷å ïðàâèòå AR,BP,CQ ìèíàâàò ïðåç åäíà òî÷êà.
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Ñëåäâàéêè Îïðåäåëåíèå 9.1 è òâúðäåíèåòî, ÷å âñÿêà ïåðñïåêòèâíîñò å ïðîåê-
òèâíîñò, ðàçáèðàìå, ÷å êîíñòðóêöèÿòà çà äîïúëâàíå íà ïåðñïåêòèâíîñòèòå
å âëîæåíà â òåõíèòå Îïðåäåëåíèÿ 5.4 è 5.5. Òîãàâà ïðîèçâîëíà ïðîåêòèâíîñò
ìîæå äà ñå äîïúëâà, àêî ïðåäâàðèòåëíî ÿ ðàçëîæèì íà ïðîèçâåäåíèå îò ïåðñïåê-
òèâíîñòè.
Íàé-ïðîñòàòà êîíñòðóêöèÿ çà äîïúëâàíå íà ïðîåêòèâíîñò, èíäóöèðàíà ìåæäó
äâà ðåäà òî÷êè ñ ðàçëè÷íè íîñèòåëè, ñå îñíîâàâà íà Òåîðåìàòà íà Ïàï.

Çàäà÷à 15. Äàäåíà å ïðîåêòèâíîñòòà φ : g → g′, òàêà ÷å φ(A,B,C) = A′, B′, C ′.
Äà ñå íàìåðÿò òî÷êèòå: X ′ = φ(X), Y ′ = φ−1(Y ), U ′ = φ(Ug), V = φ−1(Ug′).
Óáåæíè òî÷êè íà ïðîåêòèâíîñòòà φ ñå íàðè÷àò êðàéíèòå òî÷êè U ′ è V ,
êîèòî ñà ñúîòâåòíî îáðàç è ïúðâîîáðàç íà áåçêðàéíèòå òî÷êè Ug ∈ g è Vg′ ∈ g′.

Ðåøåíèå.(÷åðò.7) Çàäà÷à 15 å îñíîâíàòà çàäà÷à â ñåðèÿòà çàäà÷è çà äîïúëâàíå
íà ïðîåêòèâíîñò. Ðåøåíèåòî �è ïðîòè÷à â ñëåäíèÿ ðåä:
1) Ïîñòðîÿâàìå êîëèíåàöèîííàòà îñ u íà ïðîåêòèâíîñòòà φ, èçáèðàéêè äâå
èçìåæäó ñëåäíèòå òðè òî÷êè : AB′ ∩ A′B = 1, BC ′ ∩B′C = 2, AC ′ ∩ A′C = 3.
2) Ðàçëàãàìå ïðîåêòèâíîñòòà φ íà ïðîèçâåäåíèå îò ïåðñïåêòèâíîñòè : φ = π2◦π1,

êúäåòî g
A′
=∧
π1

u
A
=∧
π2

g′ èëè φ = π4 ◦ π3, êúäåòî g
C′
=∧
π3

u
C
=∧
π4

g′. Èçáîðúò íà öåíòðîâåòå

èçìåæäó äàäåíèòå äâîéêè ñúîòâåòíè òî÷êè å ñâîáîäåí è ñúîáðàçåí ñ ïî-äîáðàòà
íàãëåäíîñò íà ÷åðòåæà.
3) φ(X) = π2 ◦ π1(X) = π2(4) = X ′; φ−1(Y ′) = π−1

3 ◦ π−1
4 (Y ′) = π−1

3 (5) = Y ;
4) Íàìèðàíåòî íà óáåæíèòå òî÷êè ïîâòàðÿ ïîñòðîåíèÿòà îò 3. Çà äà îïåðèðàòå
ñ ëåêîòà ñ áåçêðàéíèòå òî÷êè è ïðàâè, ïðî÷åòåòå îòíîâî § 22, çàùîòî ÷åðòåæèòå
ñå èçïúëíÿâàò â åâêëèäîâèÿ ìîäåë íà ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî.
φ(Ug) = π2 ◦ π1(Ug) = π2(6) = U ′; φ−1(Ug′) = π−1

3 ◦ π−1
4 (Ug′) = π−1

3 (7) = V.

Çàäà÷à 16. Íåêà f è f ′ ñà åäíîèçìåðèìè ôèãóðè.
Äà ñå äîïúëíè ïðîåêòèâíîñòòà φ : f → f ′ .

16.1 φ : g → g′, àêî φ(A,B, U∞) = A′, B′, C ′, êúäåòî
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A,B, U∞ ∈ g, A′, B′, C ′ ∈ g′.

16.2 φ : g → g′, àêî φ(A, V, U∞) = A′, V ′
∞, U

′, êúäåòî
A, V, U∞ ∈ g, A′, V ′

∞, U
′ ∈ g′.

16.3 φ : g → g, àêî φ(A,B,C) = B,A,C ′, êúäåòî A,B,C,C ′ ∈ g.
Äîêàæåòå, ÷å φ å èíâîëþöèÿ.Íàìåðåòå è óáåæíàòà òî÷êà íà φ.

16.4 φ : g → S(O′), àêî φ(A,B,U∞) = a′, b′, u′, êúäåòî
A,B, U∞ ∈ g, a′, b′, u′ ∈ S(O′).

16.5 φ : S(O∞) → S(O′), àêî φ(a, b, ω) = a′, b′, c′, êúäåòî
a, b, ω ∈ S(O∞), a′, b′, c′ ∈ S(O′).

16.6 φ : S(O∞) → g′, àêî φ(a, b, c) = A′, B′, C ′
∞, êúäåòî

a, b, c ∈ S(O∞), A′, B′, C ′
∞ ∈ g′. Íàìåðåòå ïðàâàòà u′ = φ(ω).

16.7 φ : S(O) → S(O), àêî φ(a, b, c) = b, a, d, êúäåòî a, b, c, d ∈ S(O).

16.8 φ : g → g, àêî φ(A,B,M) = A′, B′,M, êúäåòî A,B,A′, B′,M ∈ g.
Íàìåðåòå âòîðàòà äâîéíà òî÷êà íà φ, â ñëó÷àé ÷å èìà òàêàâà.

16.9 φ : g → g, àêî φ(A,M) = A′,M, êúäåòî A,A′,M ∈ g è φ å
ïàðàáîëè÷íà ïðîåêòèâíîñò.
Ôîðìóëèðàéòå è ðåøåòå äóàëíàòà çàäà÷à.

16.10 φ : g → g, àêî φ(A,M) = A′,M, êúäåòî A,A′,M ∈ g è φ å èíâîëþöèÿ.
Ôîðìóëèðàéòå è ðåøåòå äóàëíàòà çàäà÷à.

Ðåøåíèå.Îçíà÷åíèåòî çà áåçêðàéíàòà òî÷êà Ug íà ïðàâàòà g íå å åäèíñòâåíî.
Ïðèåòî å òÿ äà ñå îòáåëÿçâà îùå è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí U∞ èëè G∞. Â ñëåäâàùèòå
çàäà÷è ùå ñå ñðåùàò è òåçè îçíà÷åíèÿ.

Ðåøåíèÿòà íà çàäà÷è 16.1 è 16.2 ñà äèðåêòíî ïîâòîðåíèå íà îñíîâíàòà çàäà÷à
15.
16.2 (÷åðò.8) Òóê óáåæíèòå òî÷êè ñà çàäàäåíè è ñëåäîâàòåëíî ùå ñå èçïîëçâàò
ïðè îïðåäåëÿíå íà êîëèíåàöèîííàòà îñ u = (AU ′ ∩ A′U∞)(V U ′ ∩ V ′

∞U∞) =

= 1(V U ′ ∩ ω) = 1(UV U ′),
ò.å. u ìèíàâà ïðåç òî÷êà 1
è å óñïîðåäíà íà ïðàâàòà
V U ′. Íàìèðàíåòî íà X ′ è Y
ïîâòàðÿ ïîñòðîåíèÿòà 2) è 3)
îò ðåøåíèåòî íà çàäà÷à 15.

Ðåøåíèÿòà íà çàäà÷è 16.3, 16.4 ...16.7 ñå ñâåæäàò äî îñíîâíà çàäà÷à 15 ÷ðåç
ïîäõîäÿùà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ïåðñïåêòèâíîñòè.
16.3 (÷åðò.9) Òúé êàòî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà òî÷êàA, çà êîÿòî φ2(A) = φ(φ(A)) =
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φ(B) = A è B ̸= A, òî ñúãëàñíî Òåîðåìà 10.1 φ å èíâîëþöèÿ.
×ðåç åäíà öåíòðàëíà ïåðñïåêòèâíîñò ùå ñâåäåì òàçè çàäà÷à äî çàäà÷à 15. Èçáèðàìå
ïðîèçâîëåí ðåä g1 è ïðîèçâîëíà òî÷êà O, O /∈ g, O /∈ g′ . Íåêà ðàçãëåäàìå

öåíòðàëíàòà ïåðñïåêòèâíîñò g
O
=∧
π
g1, ïðè êîÿòî π(A,B,C) = A1, B1, C1. Òîãàâà

îò ñõåìàòà
g φ

−→ g′

π ↓
g1 ↗ ψ

å âèäíî, ÷å ψ = φ ◦ π−1 å ïðîåêòèâíîñò è ψ(A1, B1, C1) = B,A,C ′. Òîãàâà
êîëèíåàöèîííàòà îñ u íà ψ å: u = (A1A∩BB1)(A1C

′ ∩BC1) = O1 è ψ = π2 ◦ π1,

êúäåòî g1

A1
=∧
π1

u
B
=∧
π2

g′. Ñåãà ìîæåì äà äîïúëâàìå φ, çàùîòî φ = ψ ◦π = π2 ◦π1 ◦π.
Òàêà φ(X) = π2 ◦ π1 ◦ π(X) = π2 ◦ π1(X1) = π2(2) = X ′ .

Òúé êàòî φ å èíâîëþöèÿ, òî φ = φ−1 è ñëåäîâàòåëíî íå å íóæíî äà ñå òúðñè
ïúðâîîáðàç íà òî÷êà îò g. Òîâà îáÿñíÿâà è çàùî φ èìà ñàìî åäíà óáåæíà òî÷êà
U ′ : φ(U∞) = ψ ◦ π = π2 ◦ π1 ◦ π(U∞) = π2 ◦ π1(U1) = π2(3) = U ′.

16.6 (÷åðò.10) Äà èçáåðåì ïðîèçâîëåí ðåä g /∈ S(O∞) è ÷ðåç ïåðñïåêòèâíîñòòà

S(O∞)
=
∧
π
g äà ñâåäåì çàäà÷àòà äî îñíîâíàòà çàäà÷à 15. Íåêà π(a, b, c) = A,B,C.

Òîãàâà, êàêòî å âèäíî îò ñõåìàòà

S(O∞) φ
−→ g′

π ↓
g ↗ ψ ,

ñå èíäóöèðà ïðîåêòèâíîñò ψ = φ ◦ π−1, òàêà ÷å ψ(A,B,C) = A′, B′, C ′
∞. Ñëåäî-

âàòåëíî êîëèíåàöèîííàòà îñ íà ψ å : u = (AB′ ∩ A′B)(BC ′
∞ ∩ B′C) = 12 è

ψ = π2 ◦π1, êúäåòî g
B′
=∧
π1

u
B
=∧
π2

g′. Ñåãà ìîæåì äà äîïúëâàìå φ, çàùîòî φ = ψ ◦π =

π2 ◦π1 ◦π è φ−1 = π−1 ◦ψ−1 = π−1 ◦π−1
1 ◦π−1

2 . Òàêà, àêî x ∈ S(O∞) å ïðîèçâîëíà
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ïðàâà è Y ′ ∈ g′ å ïðîèçâîëíà òî÷êà, òî
φ(x) = π2 ◦ π1 ◦ π(x) = π2 ◦ π1(X) = π2(3) = X ′ ,
φ(ω) = π2 ◦ π1 ◦ π(ω) = π2 ◦ π1(Ug) = π2(4) = U ′ ,
φ−1(Y ′) = π−1 ◦ π−1

1 ◦ π−1
2 (Y ′) = π−1 ◦ π−1

1 (5) = π−1(Y ) = y.

Íåêà ïðèïîìíèì, ÷å ÷åðòàåì â åâêëèäîâèÿ ìîäåë íà ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà è çà
òîâà íå ìîæåì äà íà÷åðòàåì íà ÷åðòåæà áåçêðàéíàòà ïðàâà ω. Â ñúùîòî âðåìå:
1) ìîæåì äà ñè èçáèðàìå òî÷êè îò ω, ðàçáèðà ñå áåçêðàéíè;
2)ìîæåì äà íàìèðàìå ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ω ñ ïðîèçâîëíà êðàéíà ïðàâà - òîâà
å åäèíñòâåíàòà áåçêðàéíà òî÷êà, ÷èéòî ïðåäñòàâèòåë å êðàéíàòà ïðàâà.

16.7 Âèæ �9 - Äîïúëâàíå íà ïðîåêòèâíîñò , ñëó÷àé 2), íà ñòð. 36, 37 íà ó÷åáíèêà.
Ðàçëè÷íîòî â òàçè çàäà÷à å ñúâïàäàíåòî íà öåíòðîâåòå íà äâàòà ñíîïà ïðàâè.
Ïîäõîäúò çà ñâåæäàíå íà çàäà÷àòà äî çàäà÷à 15, êàêòî è õîäúò íà ðåøåíèåòî
ñà ñúùèòå.

Êîãàòî ïðîåêòèâíîñòòà φ å èíäóöèðàíà âúðõó åäèí è ñúùè ðåä è â óñëîâèåòî
íà çàäà÷àòà å çàäàäåíà ïîíå åäíà äâîéíà òî÷êà , òî ñúùåñòâóâà ïî-ëåêà êîíñ-
òðóêöèÿ çà äîïúëâàíå íà φ îò ðàçãëåæäàíàòà äî ñåãà. Äîñòàòú÷íî å ïðîèçâîëíî
èçáðàíèÿò ðåä äà ìèíàâà äâîéíàòà òî÷êà.

16.8 (÷åðò.11) Íåêà èçáåðåì ïðîèçâîëíà ïðàâà g ∋M è ïðîèçâîëíà òî÷êà O1 /∈
g, O1 /∈ g1 è íåêà π1(M,A,B, ) = M,A1, B1.. Òîãàâà φ èìà ïðåäñòàâÿíåòî φ =

π2 ◦ π1, êúäåòî g
O1
=∧
π1

g1

O2
=∧
π2

g, à O2 = A1A
′ ∩B1B

′. Ñåãà çàïèñâàìå :
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φ(X) = π2 ◦ π1(X) = π2(X1) = X ′, φ−1(Y ′) = π−1
1 ◦ π1

2(Y
′) = π−1

1 (Y1) = Y.
Ëåêî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å N = O1O2 ∩ g å âòîðàòà äâîéíà òî÷êà íà φ .

16.9 (÷åðò.12) Ñëåäâàéòå õîäà íà ðåøåíèå íà çàäà÷à 16.8. Íî ñåãà O2 = A1A
′ ∩

O1M , çà äà íÿìà âòîðà äâîéíà òî÷êà.

16.10 Ñúãëàñíî Òåîðåìà 10.4 è Ñëåäñòâèå 10.2 φ èìà âòîðà äâîéíà òî÷êà N :
H(AA1,MN). Çà äîïúëâàíåòî íà φ âèæ çàäà÷à 10.

Çàäà÷à 17. Íåêà φ1 è φ2 ñà ïðîåêòèâíîñòè, çàäàäåíè â ðåäà òî÷êè g, êàòî è
äâåòå ñà ðàçëè÷íè îò èäåíòèòåòà è ñà êîìóòàòèâíè ïî ìåæäó ñè. Äà ñå äîêàæå,
÷å àêî åäíàòà îò äâåòå ïðîåêòèâíîñòè å ïàðàáîëè÷íà, òî è äðóãàòà å ïàðàáîëè÷íà
è äâåòå èìàò îáù äâîåí åëåìåíò.

Ðåøåíèå. I. Íåêà φ1 å ïàðàáîëè÷íàòà ïðîåêòèâíîñò è íåêà φ1(M) = M . Òúé
êàòî φ1◦φ2 = φ2◦φ1, òî àêî φ2◦φ1(M) = φ2(M) =M ′, òî è φ1◦φ2(M) = φ1(M

′) =
M ′. Ïîíåæå φ1 å ïàðàáîëè÷íà ïðîåêòèâíîñò, òîM

′ =M . Ñëåäîâàòåëíî φ2(M) =
M , ò.å. φ2 èìà ïîíå åäèí äâîåí åëåìåíò è òîé å M .
II. Äîïóñêàìå, ÷å φ2 èìà âòîðè äâîåí åëåìåíò N,N ̸=M , ò.å. φ2(N) = N . Òîãàâà
îò φ1 ◦ φ2(N) = φ1(N) = N ′, φ2 ◦ φ1(N) = φ2(N

′) = N ′ è φ1 å ïàðàáîëè÷íà
ïðîåêòèâíîñò ñëåäâà, ÷å N ′ å òðåòè äâîåí åëåìåíò çà φ2 . Òîãàâà ñúãëàñíî
Òåîðåìà 8.4 φ2 ñúâïàäà ñ èäåíòèòåòà , êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà óñëîâèåòî. Ñëåäîâàòåëíî
äîïóñêàíåòî íå å âÿðíî è φ2 íÿìà âòîðè äâîåí åëåìåíò, ò.å. φ2 å ïàðàáîëè÷íà
ïðîåêòèâíîñò.

Çàäà÷à 18. Íåêà òðèòå ñòðàíè íà åäèí òðèúãúëíèê ìèíàâàò ñúîòâåòíî ïðåç
òðè íåïîäâèæíè êîëèíåàðíè òî÷êè, à äâà îò âúðõîâåòå ìó ñå äâèæàò ñúîòâåòíî
ïî äâå íåïîäâèæíè ïðàâè. Äà ñå äîêàæå, ÷å òðåòèÿò âðúõ íà òðèúãúëíèêà ñå
äâèæè ïî åäíà ïðàâà.

Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì äàäåíèòå ïðàâè ñ a è b, äàäåíèòå êîëèíåàðíè òî÷êè
ñ P,Q,R, à òðèúãúëíèêúò ñ ABC êàòî A ∈ a, B ∈ b, AC ∋ R, AB ∋ Q,
BC ∋ P . Ïðîâåðåòå äàëè ñëåäíàòà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò îñåâè ïåðñïåêòèâíîñòè

S(R)
a
=∧
π1

S(Q)
b
=∧
π2

S(P ) îïèñâà△ABC. Êàòî èçïîëçâàòå Òåîðåìà 8.8 äîêàæåòå, ÷å
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ïðîåêòèâíîñòòà φ = π1 ◦ π2 å îñåâà ïåðñïåêòèâíîñò, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å âúðõúò
C îïèñâà îñòà íà φ.

Çàäà÷à 19.Äàäåí å△ABC è òî÷êèòåK è L, ëåæàùè â ðàâíèíàòà íà òðèúãúëíèêà.
Íåêà òî÷êà X îïèñâà ïðàâàòà BC, à KX ∩ AB = Y è LX ∩ AC = Z. Äà ñå
îïðåäåëè ãåîìåòðè÷íîòî ìÿñòî íà òî÷êèòå, îïèñàíî îò òî÷êà P = KZ ∩ LY .
Óïúòâàíå: Äîêàæåòå, ÷å ïðîèçâåäåíèåòî íà ñëåäíèòå îñåâè ïåðñïåêòèâíîñòè

S(K)
AC
=∧
π1

S(L)
BC
=∧
π2

S(K)
AB
=∧
π3

S(L) å îñåâà ïåðñïåêòèâíîñò.

Ðåøåíèå. Äîêàæåòå, ÷å ïðîèçâåäåíèåòî íà ñëåäíèòå îñåâè ïåðñïåêòèâíîñòè

S(K)
AC
=∧
π1

S(L)
BC
=∧
π2

S(K)
AB
=∧
π3

S(L) å îñåâà ïåðñïåêòèâíîñò.

Õîìîëîãèÿ

Çàäà÷à 20. Íåêà òî÷êà O è ïðàâà o ñà ñúîòâåòíî öåíòúð è îñ íà õîìîëîãèÿ ϕ.
Çà õîìîëîãèÿòà:
20.1 ϕ(O, o;A→ A′);
20.2 ϕ(O, o; a→ a′), êàòî O ∈ o;
äà ñå íàìåðÿò ñëåäíèòå òî÷êè è ïðàâè:
X ′ = ϕ(X), Y = ϕ−1(Y ′), l′ = ϕ(l), g = ϕ−1(g′) , êúäåòî òî÷êèòå X,Y ′ è
ïðàâèòå l, g′ ñà ïðîèçâîëíî èçáðàíè.

Óáåæíè ïðàâè íà õîìîëîãèÿòà ϕ ñå íàðè÷àò êðàéíèòå ïðàâè u′ è v, êîèòî
ñà ñúîòâåòíî îáðàç è ïúðâîîáðàç íà áåçêðàéíàòà ïðàâà ω.

Ðåøåíèå. 20.1 (÷åðò.13) Íåêà X å ïðîèçâîëíà òî÷êà. Äà íàìåðèì òî÷êà X ′ =
ϕ(X). Ñúãëàñíî Ñâîéñòâî 3 íà õîìîëîãèÿòà (ñòð.46, ó÷åáíèêà) òî÷êà X ′ ∈ OX.
Íåêà AX ∩ o = 1 è ϕ(AX) = A′X ′. Òîãàâà ñúãëàñíî Ñâîéñòâî 4 íà õîìîëîãèÿòà
(ñòð.46, ó÷åáíèêà) 1 ∈ A′X ′. Ñëåäîâàòåëíî X ′ = OX ∩ 1A′.
Íåêà Y ′ å ïðîèçâîëíà òî÷êà. Äà íàìåðèì òî÷êà Y = ϕ−1(Y ′). Îòíîâî ïðèëàãàìå
ïîñëåäîâàòåëíî Ñâîéñòâà 3 è 4 íà õîìîëîãèÿòà, ñúãëàñíî êîèòî Y ∈ OY ′ è
Y ∈ 2A, êúäåòî 2 = A′Y ′ ∩ 0. Òàêà ïîëó÷àâàìå Y = OY ′ ∩ 2A.
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Çà äà íàìåðèì îáðàçà (ðåñï. ïúðâîîáðàçà) íà ïðîèçâîëíà ïðàâà å äîñòàòú÷íî äà
íàìåðèì îáðàçèòå (ðåñï. ïúðâîîáðàçèòå) íà äâå íåéíè òî÷è. Óäîáíà å ïðåñå÷íàòà
òî÷êà íà ïðàâàòà ñ îñòà, çàùîòî ñúãëàñíî Ñâîéñòâî 1 (ñòð.46, ó÷åáíèêà) íà
õîìîëîãèÿòà, òÿ å äâîéíà òî÷êà.

Íåêà l å ïðîèçâîëíà ïðàâà. Äà íàìåðèì ïðàâàòà l′ = ϕ(l). Íåêà l∩ 0 = 3, à L ∈ l
å ïðîèçâîëíà òî÷êà. Òîãàâà ϕ(l) = ϕ(3L) = ϕ(3)ϕ(L) = 3L′, êúäåòî òî÷êàòà
L′ = ϕ(L) å íàìåðåíà ïî íà÷èíà, îïèñàí ïî-ãîðå.

Çàäà÷à 21. Äà ñå ïîñòðîÿò óáåæíèòå ïðàâè çà õîìîëîãèèòå, çàäàäåíè â çàäà÷à
20.

Ðåøåíèå. (÷åðò.14) Ùå íàìåðèì óáåæíèòå ïðàâè íà ñïåöèàëíàòà õîìîëîãèÿ
ϕ(O, o; a→ a′) (âèæ Îïðåäåëåíèå 12.1). Íåêà ω∩0 = 1∞, à U∞ ∈ ω å ïðîèçâîëíà
òî÷êà. Òîãàâà ϕ(ω) = ϕ(1∞U∞) = ϕ(1∞)ϕ(U∞) = 1U ′ = u′. Çà êîíêðåòíàòà
çàäà÷à, êîãàòî å çàäàäåíà äâîéêà ñúîòâåòíè ïðàâè å ìíîãî óäîáíî òî÷êà U∞ äà
íå å ïðîèçâîëíà, à äà å áåçêðàéíàòà òî÷êà íà ïðàâàòà a, ò.å. Ua = U∞. Òîãàâà
OU∞ ∩ a′ = U ′.
Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ïîñòðîÿâàìå è âòîðàòà óáåæíà ïðàâà v, êîÿòî ñúùî ùå
áúäå óñïîðåäíà íà o, çàùîòî ìèíàâà ïðåç äâîéíàòà òî÷êà 1∞. Äà çàïèøåì ïî-
ïîäðîáíî v = ϕ−1(ω) = ϕ−1(1∞Ua′) = ϕ−1(1∞)ϕ−1(Ua′) = 1∞V, êúäåòî V =
OUa′ ∩ a.

Çàäà÷à 22. Äà ñå íàìåðÿò öåíòúðúò è îñòà íà õîìîëîãèÿòà ϕ, àêî :
22.1 ϕ(A,B,X) = A′, B′, X, êúäåòî íèêîè òðè îò òî÷êèòå A,B,A′, B′, X íå ñà
êîëèíåàðíè;
22.2 ϕ(a, b, x) = a′, b′, x, êúäåòî íèêîè òðè îò ïðàâèòå a, b, a′, b′, x íå ñà èíöèäåíòíè
ñ åäíà òî÷êà.

Ðåøåíèå. Ïðèëàãàéêè äèðåêòíî ñâîéñòâàòà íà õîìîëîãèÿòà, íàìèðàìå:
22.1 O = AA′ ∩BB′, o = (AB ∩ A′B′)X;
22.1 o = (a ∩ a′)(b ∩ b′), O = [(a ∩ b)(a′ ∩ b′)] ∩ x.

Çàäà÷à 23. Äàäåíè ñà òî÷êèòå O,A,B,A′, B′ ∈ m è òî÷êà X /∈ m. Äà ñå
íàìåðÿò îñòà è óáåæíèòå ïðàâè íà õîìîëîãèÿòà ϕ ñ öåíòúð òî÷êà O, çà êîÿòî
ϕ(A,B,X) = A′, B′, X.
Äà ñå ôîðìóëèðà è ðåøè äóàëíàòà çàäà÷à.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîÿâàìå ïðîèçâîëíà ïðàâà c ∋ O. Ñúãëàñíî Ñâîéñòâî 2 íà
õîìîëîãèÿòà ϕ(c) = c. Òúé êàòî ϕ(AX = a) = A′X = a′, òî ϕ(C = a ∩ c) =
a′ ∩ c = C ′. Òîãàâà òî÷êàòà Y = BC ∩B′C ′ ëåæè âúðõó îñòà o íà ϕ èëè o = XY.

Çàäà÷à 24. Äàäåíè ñà òî÷êèòå A,B,A′, B′ ∈ m è ïðàâà o, íåìèíàâàùà ïðåç
íèêîÿ îò äàäåíèòå òî÷êè. Äà ñå íàìåðÿò öåíòúðúò è óáåæíèòå ïðàâè íà õîìîëîãèÿòà
ϕ ñ îñ ïðàâàòà o, çà êîÿòî ϕ(A,B) = A′, B′.
Äà ñå ôîðìóëèðà è ðåøè äóàëíàòà çàäà÷à.
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Ðåøåíèå. Èçáåðåòå äâå ïðîèçâîëíè òî÷êè 1, 2 ∈ o è ñ ïîìîùòà íà ïðàâèòå A1,
B2 è òåõíèòå îáðàçè íàìåðåòå íîâà äâîéêà ñúîòâåòíè òî÷êè çà õîìîëîãèÿòà ϕ.

Çàäà÷à 25. Äàäåíè ñà õîìîëîãèÿ ϕ ñ öåíòúð O è îñ o, è ïðàâèòå p è q, êîèòî íå
ñà ñúîòâåòíè çà ϕ. Äà ñå íàìåðè äâîéêà òî÷êè P è Q, òàêà ÷å: ϕ(P ) = Q, P ∈
p, Q ∈ q.

25.1 ϕ(O, o;A → A′) å îáùà õîìîëîãèÿ, à ïðàâèòå p è q ñà ïðîèçâîëíè êðàéíè
ïðàâè;

25.2 ϕ(O, o; a → a′) å ñïåöèàëíà õîìîëîãèÿ, à ïðàâèòå p è q ñà ïðîèçâîëíè
êðàéíè ïðàâè;

25.3 ϕ(O, o;ω → u′) å îáùà õîìîëîãèÿ, à ïðàâèòå p è q ñà ïðîèçâîëíè êðàéíè
ïðàâè;

25.4 ϕ(O, o;A→ A′) å îáùà õîìîëîãèÿ, à ïðàâàòà p = ω è q å ïðîèçâîëíà êðàéíà
ïðàâà;

25.5 ϕ(O∞, o;A→ A′) å îáùà àôèííà õîìîëîãèÿ, à ïðàâèòå p è q ñà ïðîèçâîëíè
êðàéíè ïðàâè;

25.6 ϕ(A,B,X) = A′, B′, X, êàòî íèêîè òðè îò äàäåíèòå òî÷êè íå ñà êîëèíåàðíè,
à ïðàâàòà p = ω è q å ïðîèçâîëíà êðàéíà ïðàâà;

25.7 ϕ(a, b, x) = a′, b′, x, êàòî íèêîè òðè îò ïðàâèòå a, b, x, a′, b′ íå ìèíàâàò ïðåç
åäíà òî÷êà, à ïðàâèòå p è q ñà ïðîèçâîëíè êðàéíè ïðàâè;

25.8 ϕ(O,ω, v) = O, u′, ω å õîìîëîãèÿ ñ öåíòúð O, à ïðàâèòå p è q ñà ïðîèçâîëíè
êðàéíè ïðàâè.

Ðåøåíèå. Íàìåðåòå ïðàâàòà p′ = ϕ(p) è òîãàâà Q = p′ ∩ q, à P = ϕ−1(Q) =
OQ ∩ p.

25.3 (÷åðò. 15) Íåêà p ∩ o = 1 è p ∩ ω = U∞. Òúé êàòî ϕ(U∞) = OU∞ ∩ u′ = U ′,
òî ϕ(p = 1U∞) = ϕ(1)ϕ(U∞) = 1U ′ = p′.

25.4 (÷åðò. 16) Ñåãà ϕ(p = ω) = u′ å óáåæíà ïðàâà çà ϕ. Íåêà ω ∩ o = 1∞, à U∞
å ïðîèçâîëíà áåçêðàéíà òî÷êà. Àêî AU∞ ∩ o = 2, òî ϕ(AU∞) = ϕ(A)ϕ(U∞) =
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A′U ′ = A′2. Òîãàâà U ′ = OU∞ ∩ A′2, à u′ = 1∞U
′. Ñëåäîâàòåëíî Q = u′ ∩ q, à

P∞ = ω ∩OQ.

Çàäà÷à 26.0 Äàäåíè ñà óñïîðåäíèê ABCD, òî÷êà P ′ è ïðàâà o, íåìèíàâàùà
ïðåç âðúõ íà óñïîðåäíèêà è ïðåç òî÷êà P ′. Íàìåðåòå àôèííà õîìîëîãèÿ ñ îñ
ïðàâàòà o, êîÿòî ïðåîáðàçóâà ABCD â ðîìá ñ äèàãîíàë A′C ′, ìèíàâàù ïðåç
òî÷êà P ′. Ïîñòðîéòå ðîìáà.

Çàäà÷à 26. Äà ñå íàìåðè àôèííà õîìîëîãèÿ ϕ ñ äàäåíà êðàéíà îñ o, êîÿòî
òðàíñôîðìèðà:
26.1 Äàäåí òðèúãúëíèê ABC â ðàâíîñòðàíåí òðèúãúëíèê;
26.2 Äàäåí òðèúãúëíèê ABC â ïðàâîúãúëåí ðàâíîáåäðåí òðèúãúëíèê;
26.3 Äàäåí óñïîðåäíèê ABCD â êâàäðàò.

Ðåøåíèå. 26.2 (÷åðò.17) Çà äà ñå íàìåðè àôèííàòà õîìîëîãèÿ ϕ, óäîâëåòâîðÿâàùà
óñëîâèÿòà íà çàäà÷àòà, å äîñòàòú÷íî äà ñå íàìåðè äâîéêà ñúîòâåòíè òî÷êè.
Íåêà ϕ(ABC) = A′B′C ′ è ̸ A′C ′B′ = 90o. Ñëåäîâàòåëíî ùå ïîòúðñèì òî÷êà
C ′ = ϕ(C). Äà îçíà÷èì: AC ∩ o = 1, BC ∩ o = 2. Òîãàâà òî÷êà C ′ ïðèíàäëåæè
íà ãåîìåòðè÷íîòî ìÿñòî íà òî÷êèòå, îò êîèòî îòñå÷êàòà 12 ñå âèæäà ïîä ïðàâ
úãúë, ò.å. C ′ ïðèíàäëåæè íà îêðúæíîñò k(d = 12).
Íåêà CM å ìåäèàíà íà △ABC è CM ∩ o = 3. Òîãàâà ϕ(CM) = C ′M ′ = C ′3.
Ñúãëàñíî Òåîðåìè 24.4, Òåîðåìà 11.3 è Îïðåäåëåíèå 8.1 C ′3 ùå áúäå ìåäèàíà
è â △A′B′C ′. Íî òúé êàòî △A′B′C ′ å ðàâíîáåäðåí, òî C ′3 ùå áúäå è íåãîâà

úãëîïîëîâÿùà. Òîâà å âúçìîæíî, ñàìî êîãàòî C ′3 ðàçïîëâÿâà äúãàòà
⌢

12 , ò.å.

C ′3 ∋ 4, êúäåòî
⌢

14 =
⌢

24. Òàêà ïîêàçàõìå, ÷å ïðàâèòå C ′3 è 43 ñúâïàäàò èëè
C ′ = k ∩ 34. Áåçêðàéíàòà òî÷êà O∞ = CC ′ ∩ ω å öåíòúð íà òúðñåíàòà àôèííà
õîìîëîãèÿ. Òîãàâà A′ = AO∞ ∩ 1C ′, B′ = BO∞ ∩ 2C ′.

Çàäà÷à 26*.Äà ñå íàìåðè õîìîëîãèÿ ϕ, êîÿòî òðàíñôîðìèðà äàäåí ïðîèçâîëåí
÷åòèðèúãúëíèê ABCD â êâàäðàò.

Ðåøåíèå.(âèæ äèíàìè÷íèÿ ÷åðòåæ) Íåêà AD∩BC = P è AB ∩CD = Q. Òúé
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êàòî ñðåùóïîëîæíèòå ñòðàíè íà êâàäðàòà ñà óñïîðåäíè, òî ϕ(P,Q) = P ∗
∞, Q

∗
∞.

Ñëåäîâàòåëíî ϕ(PQ) = ω èëè ïðàâàòà PQ = v å óáåæíà ïðàâà íà õîìîëîãèÿòà
ϕ. Íåêà îùå AC ∩ v = R è BD ∩ v = S. Ñëåäîâàòåëíî òî÷êèòå P,Q,R, S ñà
óáåæíè çà ϕ.

Äà îçíà÷èì ñ O öåíòúðúò íà ϕ. Òîãàâà ïðàâèòå OP,OQ,OR,OS ùå áúäàò
ïðåäñòàâèòåëè ñúîòâåòíî íà áåçêðàéíèòå òî÷êè P ∗

∞, Q
∗
∞, R

∗
∞, S

∗
∞. Íî ñúñåäíèòå

ñòðàíè íà êâàäðàòà êàêòî è äèàãîíàëèòå ìó ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè. Òîâà îçíà÷àâà
OP⊥OQ è OR⊥OS. Ïîðàäè òåçè ñúîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿìå öåíòúðà O íà ϕ êàòî
ïðåñå÷íà òî÷êà íà îêðúæíîñòèòå k1(d = PQ) è k2(d = RS).

Îñòà íà ϕ íå å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà. Âñÿêà ïðàâà o, êîÿòî å óñïîðåäíà íà
óáåæíàòà ïðàâà v ìîæå äà áúäå èçáðàíà çà îñ. Íåéíèÿò èçáîð å ñâúðçàí ñ
äúëæèíàòà íà ñòðàíàòà íà êâàäðàòà.

Àêî âúâåäåì òî÷êèòå AD ∩ o = 3, BC ∩ o = 4, AB ∩ o = 5, DC ∩ o = 6, òî:
ϕ(AD) = ϕ(3P ) = 3P ∗

∞ = a = A∗D∗, ϕ(BC) = ϕ(4P ) = 4P ∗
∞ = b = B∗C∗,

ϕ(AB) = ϕ(5Q) = 5Q∗
∞ = d = A∗B∗, ϕ(CD) = ϕ(6Q) = 6Q∗

∞ = c = C∗D∗.
Òàêà ïîëó÷àâàìå âúðõîâåòå íà êâàäðàòà A∗ = a ∩ d, B∗ = b ∩ d, A∗ = a ∩ d,
C∗ = c∩ b, D∗ = a∩ c. Ïðîâåðêà çà òî÷íîñòòà íà ïîñòðîåíèÿòà å êîëèíåàðíîñòòà
íà òðîéêèòå òî÷êè AOA∗, BOB∗, COC∗, DOD∗.

Çàäà÷à 27. Íåêà ϕ å äàäåíà àôèííà õîìîëîãèÿ ñ îñ o è íåêà ϕ(Q) = Q′. Äà
ñå ïîñòðîè ðîìá ñ äàäåí öåíòúð Z, êîéòî ÷ðåç ϕ ñå èçîáðàçÿâà â êâàäðàò ñ
äúëæèíà íà ñòðàíàòà 3cm.

Óïúòâàíå. Ïîñòðîéòå ãëàâíèòå íàïðàâëåíèÿ íà àôèííàòà õîìîëîãèÿ ϕ
êàòî èçïîëçâàòå äâîéêàòà ñúîòâåòíè òî÷êè Z,Z ′. (çàäà÷àòà å ðåøåíà â ó÷åáíèêà
íà ñòð.97-98) Âúðõó äâîéêèòå ïåðïåíäèêóëÿðíè ïðàâè, ìèíàâàùè ïðåç Z è Z ′ ùå
ëåæàò äèàãîíàëèòå ñúîòâåòíî íà ðîìáà è íà êâàäðàòà. Äúëæèíàòà íà äèàãîíàëà
íà êâàäðàòà ñå îïðåäåëÿ îò óñëîâèåòî, ÷å ñòðàíàòà ìó å ñ äúëæèíà 3 ñì.

Çàäà÷à 28. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïðîèçâåäåíèåòî íà äâå õîìîëîãèè ñ îáùà îñ å
õîìîëîãèÿ ñúñ ñúùàòà îñ è öåíòðîâåòå íà òðèòå õîìîëîãèè ñà êîëèíåàðíè.
Äà ñå ôîðìóëèðà äóàëíàòà çàäà÷à.

Óïúòâàíå. Àêî ϕ1(O1, o;A −→ A1) è ϕ2(O2, o;A −→ A2) ñà äàäåíèòå õîìîëîãèè,
òî äîñòàòú÷íî å äà ñå äîêàæå, ÷å o å äâîåí ðåä òî÷êè çà ϕ = ϕ2 ◦ ϕ1, à O1O2 å
äâîéíà ïðàâà çà ϕ = ϕ2 ◦ ϕ1 è äà ñå ïðèëîæàò ñâîéñòâàòà íà õîìîëîãèÿòà.

Êîíè÷íè ñå÷åíèÿ

Çàäà÷à 29.Äîêàæåòå, ÷å ïîëÿðàòà íà âñÿêà âúíøíà òî÷êà çà êîíè÷íîòî ñå÷åíèå
C ñúåäèíÿâà äîïèðíèòå òî÷êè íà äîïèðàòåëíèòå ïðàâè êúì C ïðåç òàçè òî÷êà.
Ôîðìóëèðàéòå äóàëíîòî òâúðäåíèå.
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Ðåøåíèå. Íåêà òî÷êà P å âúíøíà çà êîíè÷íîòî ñå÷åíèå C. Äà îçíà÷èì ñ t1
è t2 äîïèðàòåëíèòå ïðàâè ïðåç P êúì C, à äîïèðíèòå èì òî÷êè äà îçíà÷èì
ñúîòâåòíî ñ T1 è T2. Ñúãëàñíî Îïðåäåëåíèÿ 15.2, 15.3, 14.3, 14.1 òî÷êà P å
ñïðåãíàòà ñ òî÷êèòå T1 è T2 è ñëåäîâàòåëíî ïîëÿðàòà íà P ìèíàâà ïðåç òÿõ.
Äóàëíî òâúðäåíèå: Äîêàæåòå, ÷å ïîëþñúò íà âñÿêà ñåêóùà çà êîíè÷íîòî ñå÷åíèå
C å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà äîïèðàòåëíèòå ïðàâè êúì C ïðåç ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà
ñåêóùàòà ñ C.

Çàäà÷à 30. Øåñòîúãúëíèêúò ABCDEF å âïèñàí â êîíè÷íîòî ñå÷åíèå C, à
ïðàâèòå a, b, c, d, e, f ñà äîïèðàòåëíè êúì C âúâ âúðõîâåòå ìó. Äà ñå äîêàæå,
÷å ïðàâàòà íà Ïàñêàë çà òî÷êèòå A,B,C,D,E, F è òî÷êàòà íà Áðèàíøîí çà
ïðàâèòå a, b, c, d, e, f ñà ïîëþñ è ïîëÿðà îòíîñíî C .

Ðåøåíèå. Íåêà κ å ïîëÿðíîñòòà, ïîðîäèëà êîíè÷íîòî ñå÷åíèå C(κ). Ñúãëàñíî
Òåîðåìà 19.1 ïðàâàòà íà Ïàñêàë çà øåñòîúãúëíèêàABCDEF , âïèñàí â êîíè÷íîòî
ñå÷åíèå C(κ), å s = (AB∩DE)(BC∩EF ) = PQ. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 19.2 òî÷êàòà
íà Áðèàíøîí çà øåñòîñòðàííèêà , îïèñàí îêîëî êîíè÷íîòî ñå÷åíèå C(κ), å S =
[(ab)(de)]∩ [(bc)(ef)] = p∩ q. Ïîëÿðíîñòòà å êîðåëàöèÿ è ñúãëàñíî Îïðåäåëåíèå
13.1 ìîæåì äà çàïèøåì : κ(ab) = κ(a)κ(b) = AB, κ(de) = κ(d)κ(e) = DE, êîåòî
îçíà÷àâà κ(p) = AB ∩DE = P . Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà κ(q) = Q. Ñëåäîâàòåëíî
κ(s) = κ(PQ) = κ(P )κ(Q) = p ∩ q = S.

Çàäà÷à 31. Ñòðàíèòå AB,BC,CA íà △ABC äîïèðàò êîíè÷íîòî ñå÷åíèå C
ñúîòâåòíî â òî÷êèòå K,L,M . Äîêàæåòå, ÷å △ABC è △LMK ñà ïåðñïåêòèâíè.

Óïúòâàíå.Îçíà÷åòå ñòðàíèòå íà△ABC :AB = k,BC = l, CA = m è ïðèëîæåòå
Òåîðåìàòà íà Áðèàíøîí çà ïðàâèòå kkllmm. Îò ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò çà ïðàâèòå
CK,BM,AL è ÒâúðäåíèåA′

5 (Òåîðåìà íà Äåçàðã çà ïåðñïåêòèâíè òðèúãúëíèöè)
ñëåäâà, ÷å △ABC è △LMK ñà ïåðñïåêòèâíè.

Çàäà÷à 31.0 Íåêà ABC è A′B′C ′ ñà ïåðñïåêòèâíè òðèúãúëíèöè. Äà ñå äîêàæå,
÷å ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà äâîéêèòå íåñúîòâåòíè ñòðàíè çà äâàòà òðèúãúëíèêà
ïðèíàäëåæàò íà åäíà êðèâà îò âòîðà ñòåïåí.

Çàäà÷à 31.00 Íåêà ÷åòèðèúãúëíèêúò ABCD å îïèñàí îêîëî êðèâàòà îò âòîðà
ñòåïåí k, à ñòðàíèòå ìó AB,BC,CD,DA ñå äîïèðàò äî k ñúîòâåòíî â òî÷êèòå
P,L,Q,G. Äà ñå äîêàæå, ÷å äèàãîíàëèòå AC,BD è ñúåäèíèòåëíèòå ïðàâè íà
äîïèðíèòå òî÷êè íà k ñ äâîéêèòå ñðåùóïîëîæíè ñòðàíè ìèíàâàò ïðåç åäíà
òî÷êà.

Ïðèëîæåíèå íà òåîðåìèòå íà Ïàñêàë è Áðèàíøîí çà íàìèðàíå íà
øåñòà òî÷êà è øåñòà ïðàâà, ïðèíàäëåæàùè íà êîíè÷íîòî ñå÷åíèå.

Òåîðåìàòà íà Ïàñêàë ñå ïðèëàãà, êîãàòî ñå òúðñè âòîðàòà ïðåñå÷íà òî÷êà
íà äàäåíî êîíè÷íî ñå÷åíèå ñ äàäåíà ïðàâà, ò.å. åäíàòà ïðåñå÷íà òî÷êà âå÷å å
èçâåñòíà.

Çàäà÷à 32. Íåêà k(ABCDE) å êðèâà îò âòîðà ñòåïåí, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êèòå
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A,B,C,D,E, íèêîè òðè îò êîèòî íå ñà êîëèíåàðíè. Äà ñå ïîñòðîÿò:
32.1 ïðîèçâîëíà òî÷êà X ∈ k ;
32.2 äîïèðàòåëíàòà b êúì k â òî÷êàòà B.
Äà ñå ôîðìóëèðà è ðåøè äóàëíàòà çàäà÷à.

Ðåøåíèå 32.1 (÷åðò.18) Íåêà x å ïðîèçâîëíà ïðàâà, ìèíàâàùà ïðåç åäíà îò
äàäåíèòå òî÷êè, íàïð. A. Òúðñèì âòîðàòà ïðåñå÷íà òî÷êà X íà ïðàâàòà x ñ
êðèâàòà îò âòîðà ñòåïåí k(ABCDE).
1) Îïðåäåëÿìå ìÿñòîòî íà øåñòàòà òî÷êà X : AXBCDE
Â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé X òðÿáâà äà ñòîè äî òî÷êà A, çàùîòî X,A ∈ x.
2) Ïðèëàãàìå Òåîðåìàòà íà Ïàñêàë : A,X,B,C,D,E ∈ k(ABCDE) ⇐⇒
P = AX ∩ CD, Q = XB ∩DE, R = BC ∩ EA ñà êîëèíåàðíè òî÷êè.
3) Ïîñòðîåíèå : 3.1 P = x ∩ CD; 3.2 R; 3.3 s = PR; 3.4 Q = s ∩DE;
3.5 X = x ∩BQ = AP ∩BQ.

Äîïèðàòåëíà ïðàâà ñå íàìèðà
÷ðåç Òåîðåìàòà íà Ïàñêàë
êàòî äâà ïúòè ïîñëåäîâàòåëíî
ñå çàïèøå äîïèðíàòà òî÷êà.
Çàäà÷à 32.2 Äà ïðèåìåì
ñòàíäàðòíîòî îçíà÷åíèå çà
äîïèðàòåëíàòà ïðàâà â òî÷êà B
- b. ( ÷åðòåæúò íà çàä.32 å îáù
çà äâåòå ïîäóñëîâèÿ)
1) b : ABBCDE.

2) A,B ∈ b, C,D,E ∈ C(ABCDE) ⇐⇒ P1 = AB ∩ CD, Q1 = BB ∩ DE, R1 =
BC ∩ EA ñà êîëèíåàðíè òî÷êè.
3) Ïîñòðîåíèå : 3.1 P1; 3.2 R1 = R; 3.3 s1 = P1R1; 3.4Q1 = s1∩DE; 3.5 b = BQ1.

Äóàëíà çàäà÷à. Íåêà å K(abcde) êðèâà îò âòîðè êëàñ , ñúäúðæàùà ïðàâèòå
a, b, c, d, e, íèêîè òðè îò êîèòî íå ìèíàâàò ïðåç åäíà òî÷êà. Äà ñå ïîñòðîÿò :
32.1 (ä) ïðîèçâîëíà ïðàâà x ∈ K ;
32.2 (ä) äà ñå íàìåðè äîïèðíàòà òî÷êà B íà K ñ b.

Òåîðåìàòà íà Áðèàíøîí ñå ïðèëàãà, êîãàòî ñå òúðñè âòîðàòà äîïèðàòåëíà
íà äàäåíî êîíè÷íî ñå÷åíèå ïðåç äàäåíà òî÷êà, ò.å. åäíàòà äîïèðàòåëíà âå÷å å
èçâåñòíà.

Çàäà÷à 32.2 (ä) Äà ïðèåìåì ñòàíäàðòíîòî îçíà÷åíèå çà äîïèðíà òî÷êà - B íà
äîïèðàòåëíà ïðàâà b.
Äîïèðíà òî÷êà ñå íàìèðà ÷ðåç Òåîðåìàòà íà Áðèàíøîí êàòî äâà ïúòè
ïîñëåäîâàòåëíî ñå çàïèøå äîïèðàòåëíàòà ïðàâà.
1) B : abbcde.
2) a, b ∋ B, c, d, e ∈ C(abcde) ⇐⇒ ïðàâèòå p = (ab)(cd), q = (bb)(de), r = (bc)(ea)
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ìèíàâàò ïðåç åäíà òî÷êà.
3) Ïîñòðîåíèå : 3.1 p; 3.2 r; 3.3 S = p ∩ r; 3.4 q = S(de); 3.5 B = b ∩ q.
Ïðåäëàãàìå íà ëþáîçíàòåëíèÿ ÷èòàòåë ñàì äà èçïúëíè ÷åðòåæèòå.

Çàäà÷à 33. Äàäåíè ñà äâàòà âúðõà A è B íà △ABC, âïèñàí â êðèâàòà îò âòîðà
ñòåïåí k, äîïèðàòåëíèòå ïðàâè a è b êúì k â òåçè âúðõîâå è ïðàâàòà íà Ïàñêàë
(èëè òî÷êàòà íà Áðèàíøîí). Äà ñå ïîñòðîè òðåòèÿò âðúõ C íà △ABC, êàêòî è
äîïèðàòåëíàòà c êúì k â òî÷êà C.

Ðåøåíèå. Êðèâàòà îò âòîðà ñòåïåí k å çàäàäåíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí : k(A ∈
a,B ∈ b) (ñëåäâàìå îçíà÷åíèÿòà, âúâåäåíè â �17 íà ó÷åáíèêà) è ïðàâàòà íà
Ïàñêàë s.
1) Ïðèëàãàìå Òåîðåìàòà íà Ïàñêàë çà òî÷êèòå : AABBCC.
A ∈ a,B ∈ b, C ∈ c ∈ k ⇐⇒ òî÷êèòå P = a ∩ BC, Q = AB ∩ c, R = b ∩ CA
ëåæàò âúðõó äàäåíàòà ïðàâà íà Ïàñêàë s.
2) Ïîñòðîåíèå : Îò P = a∩s; R = b∩s; =⇒ C = BP ∩AR è c = QC = (AB∩s)C.

Çàäà÷à 34. Äàäåíè ñà ÷åòèðèòå âúðõà íà ïåòîúãúëíèê, âïèñàí â êðèâà îò âòîðà
ñòåïåí è ïðàâàòà íà Ïàñêàë. Äà ñå íàìåðè ïåòèÿò âðúõ íà ïåòîúãúëíèêà.

Çàäà÷à 35. Äà ñå ïîñòðîÿò àñèìïòîòèòå è îñèòå íà õèïåðáîëàòà h :
35.1 h(U∞, A ∈ a,B,C);
35.2 h(U∞, A ∈ a,B ∈ b).

Ðåøåíèå 35.2 ( ÷åðò.19) Çàïèñúò h(U∞, A ∈ a,B ∈ b) å åêâèâàëåíòåí íà çàïèñà
h(U∞, AABB). Äà îçíà÷èì àñèìïòîòèòå ñ t1 è t2. Òå ñà äîïèðàòåëíè êúì h
ñúîòâåòíî â òî÷êèòå U∞ , V∞ ∈ h.
1) Íàìèðàìå t1, ïðèëàãàéêè Òåîðåìàòà íà Ïàñêàë çà òî÷êèòå (U∞U∞AABB)
(âèæ çàäà÷à 32.2).
U∞U∞AABB ∈ h ⇐⇒ òî÷êèòå P = t1 ∩ AB, Q = U∞A ∩ b, R = a ∩ BU∞ ñà
èíöèäåíòíè ñ åäíà ïðàâà s. Ïîñòðîåíèå: P = QR ∩ AB, t1 = PU∞.
2) Îïðåäåëÿìå âòîðàòà áåçêðàéíà òî÷êà V∞ íà h êàòî âòîðà ïðåñå÷íà òî÷êà íà
áåçêðàéíàòà ïðàâà ω ñ h, îòíîâî ïðèëàãàéêè Òåîðåìàòà íà Ïàñêàë çà òî÷êèòå
(U∞V∞AABB) (âèæ çàäà÷à 32.1 è îò÷åòè U∞V∞ = ω, ω ∩ AB = UAB).
U∞V∞AABB ∈ h ⇐⇒ òî÷êèòå P1 = ω ∩ AB = UAB, Q1 = V∞A ∩ b, R1 =
a ∩ BU∞ = R ñà èíöèäåíòíè ñ åäíà ïðàâà s1. Ïîñòðîåíèå: Q1 = RUAB ∩ b,
V∞ = Q1A.
3) Íàìèðàìå t2, ïðèëàãàéêè Òåîðåìàòà íà Ïàñêàë çà òî÷êèòå (V∞V∞AABB)
(âèæ çàäà÷à 32.2).
V∞V∞AABB ∈ h ⇐⇒ òî÷êèòå P2 = t2 ∩AB, Q2 = V∞A∩ b = Q1, R2 = a∩BV∞
ñà èíöèäåíòíè ñ åäíà ïðàâà s2. Ïîñòðîåíèå: P2 = Q1R2 ∩ AB, t2 = P2V∞.
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4) Òî÷êàòà Z = t1 ∩ t2 å öåíòúð íà õèïåðáîëàòà. (âèæ �25, Îïðåäåëåíèÿ 25.3,
25.7)
5) Îñèòå íà õèïåðáîëàòà o1 è o2 ñà úãëîïîëîâÿùè íà úãëèòå, îïðåäåëåíè îò
àñèìïòîòèòå (âèæ Òåîðåìà 27.6).

Çàäà÷à 36 Äà ñå ïîñòðîÿò áåçêðàéíàòà òî÷êà, âúðõîâàòà äîïèðàòåëíà, âúðõúò
è îñòà íà ïàðàáîëàòà :
36.1 π(A ∈ a,B ∈ b).
36.2 π(a, b, c ∈ C).

Ðåøåíèå 36.1 (÷åðò. 20) Çàïèñúò π(A ∈ a,B ∈ b) å åêâèâàëåíòåí íà çàïèñà
π(aabbω) (âèæ Îïðåäåëåíèå 25.2). Äà îçíà÷èì ñ U∞ áåçêðàéíàòà òî÷êà íà
ïàðàáîëàòà, ñ v âúðõîâàòà äîïèðàòåëíà, ñ o îñòà, à ñ V âúðõúò �è.
1) U∞ å äîïèðíàòà òî÷êà íà ω ñ π. Åòî çàùî íàìèðàìå U∞, ïðèëàãàéêè Òåîðåìàòà
íà Áðèàíøîí çà ïðàâèòå aabbωω.(âèæ çàäà÷à 32.2 (ä))
Ïðàâèòå a, a, b, b, ω, ω ∈ π ⇐⇒ ïðàâèòå p = (aa)(bω), q = (ab)(ωω), r = (bb)(ωa)
ìèíàâàò ïðåç åäíà òî÷êà S. Ïîñòðîåíèå :
p = AUb, r = BUa, S = p ∩ r, q = (ab)S, U∞ = q ∩ ω = Uq.

Çàáåëåæêà. Îïèñàíèÿò ïî-ãîðå ïîäõîä çà íàìèðàíå íà áåçêðàéíàòà òî÷êà íà
ïàðàáîëàòà å óíèâåðñàëåí. Çà êîíêðåòíàòà çàäà÷à ñúùåñòâóâà è ïî-êðàòúê ïîäõîä,
áàçèðàù ñå íà îáñòîÿòåëñòâîòî, ÷å âñè÷êè äèàìåòðè íà ïàðàáîëàòà ìèíàâàò
ïðåç íåéíèÿ áåçêðàåí öåíòúð, ñúâïàäàù ñ áåçêðàéíàòà �è òî÷êà. Ñëåäîâàòåëíî
äîñòàòú÷íî å äà íàìåðèì åäèí äèàìåòúð íà ïàðàáîëàòà. Ñúãëàñíî Òåîðåìè 16.3,
24.4 è çàäà÷à 29 ïîëÿðàòà íà òî÷êà UAB å ïðàâàòà d = (ab)M , êúäåòîM å ñðåäàòà
íà õîðäàòà AB. Òîãàâà U∞ = Ud. Òîçè ïîäõîä å ïðèëîæåí íà ÷åðòåæà.
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2) Íåêà îçíà÷èì ñ V∞ îáðàçà íà U∞ çà àáñîëþòíàòà èíâîëþöèÿ (âèæ �26,
Îïðåäåëåíèå 26.1). Òîãàâà âúðõîâàòà äîïèðàòåëíà v å âòîðàòà äîïèðàòåëíà
êúì π (ïúðâàòà å ω) ïðåç òî÷êà V∞. Íàìèðàìå v, ïðèëàãàéêè Òåîðåìàòà íà
Áðèàíøîí çà ïðàâèòå aabbωv.(âèæ çàäà÷à 32.2 (ä))
Ïðàâèòå a, a, b, b, ω, v ∈ π ⇐⇒ ïðàâèòå p1 = (aa)(bω), q1 = (ab)(ωv), r1 = (bb)(va)
ìèíàâàò ïðåç åäíà òî÷êà S1. Ïîñòðîåíèå :
p1 = AUb = p, q1 = (ab)(ωv) = (ab)V∞, S1 = p1 ∩ q1, r1 = BS1, v = (r1a)V∞.
3) Âúðõúò V å äîïèðíàòà òî÷êà íà v ñ π. V : aabbvv
Ïîñòðîåíèå: p2 = A(bv), r2 = B(va) = r1, S2 = p2 ∩ r2, q2 = (ab)S2, V = q2 ∩ v.
4) Îñòà o = V U∞.

Çàäà÷à 37. Äàäåíî å êîíè÷íî ñå÷åíèå C è òî÷êà Q. Äà ñå ïîñòðîè ïîëÿðàòà íà
òî÷êà Q îòíîñíî C.
37.1 C(A ∈ a,B ∈ b, C), à òî÷êà Q å êðàéíà;
37.2 C(U∞ ∈ t, B, C,D), à òî÷êà Q å êðàéíà;
37.3 C(U∞ ∈ ω,B,C ∈ c), à òî÷êà Q∞ å áåçêðàéíà.

Ðåøåíèå 37.2 Íàìèðàìå òî÷êèòå X = BQ ∩ C è Y = CQ ∩ C (âèæ çàäà÷à
32.1 è ïðèëîæè Òåîðåìàòà íà Ïàñêàë ïîñëåäîâàòåëíî çà òî÷êèòå U∞U∞BXCD
è U∞U∞BY CD). Ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 16.5 çà ïúëíèÿ ÷åòèðèúãúëíèê BXY C,
âïèñàí â êîíè÷íîòî ñå÷åíèå C, ïîñòðîÿâàìå ïîëÿðàòà q = (BY ∩CX)(BC∩XY )
íà òî÷êà Q.

Ðåøåíèå 37.3 C å ïàðàáîëà, òúé êàòî ïî óñëîâèå áåçêðàéíàòà ïðàâà ω e
äîïèðàòåëíà. Íàìèðàìå òî÷êàòà X = BQ∞ ∩ C, ïðèëàãàéêè òåîðåìàòà íà
Ïàñêàë çà òî÷êèòå U∞U∞BXCC è íåêà òî÷êà M å ñðåäàòà íà îòñå÷êàòà BX.
Îò H(BX,MQ∞) è çàäà÷à 29 ñëåäâà, ÷å ïîëÿðàòà íà Q∞ å ïðàâàòà q = U∞M ,
êîÿòî å è äèàìåòúð íà C.

Çàäà÷à 38. Äàäåíè ñà íåêîëèíåàðíèòå òî÷êè A,B, P , ïðàâàòà a, ìèíàâàùà ïðåç
òî÷êàòà A è ïðàâàòà p, íåèíöèäåíòíà ñ íèêîÿ îò äàäåíèòå òî÷êè. Äà ñå íàìåðè
êîíè÷íî ñå÷åíèå, ñúäúðæàùî òî÷êèòå A, B, êîåòî ñå äîïèðà äà ïðàâàòà a â
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òî÷êà A è ñïðÿìî êîåòî òî÷êà P è ïðàâà p ñà ïîëþñ è ïîëÿðà.

Ðåøåíèå(÷åðò. ) Äîñòàòú÷íî å äà ñå îïðåäåëÿò îùå äâå òî÷êè îò òîâà êîíè÷íî
ñå÷åíèå, êàòî ñå èçïîëçâàò õàðìîíè÷íèòå ñâîéñòâà íà ïîëþñà è ïîëÿðàòà (Òåîðåìà
16.3) è Îñíîâíàòà çàäà÷à íà §4. Íåêà AP ∩ p = Q. Òúðñèì òî÷êà C , òàêà ÷å
H(PQ,AC). Äîñòàòú÷íî å äà ïîñòðîèì ïðîèçâîëíà ïðàâà g , çà äà ïîëó÷èì
△123, êúäåòî 1 = g∩a, 2 = g∩p, 3 = p∩a. Òîãàâà, àêî 4 = 3P∩1Q, òî ÷ðåç ïúëíèÿ
÷åòèðèúãúëíèê 1234 ïîëó÷àâàìå òî÷êàòà C = AP ∩ 24, êîÿòî ïðèíàäëåæè íà
êîíè÷íîòî ñå÷åíèå. Ïðàâàòà c = 3C å äîïèðàòåëíàòà â òî÷êà C.

Çàäà÷à 39. Äàäåíî å êîíè÷íî ñå÷åíèå C. Äà ñå ïîñòðîè öåíòúðúò íà C, àêî:
39.1 C(A ∈ a,B,C,D);
39.2 C(A ∈ a, U∞ ∈ t, B);
39.3 C(A ∈ a,B;P∞, p), êúäåòî òî÷êà P∞ è ïðàâà p ñà ïîëþñ è ïîëÿðà îòíîñíî
êîíè÷íîòî ñå÷åíèå C;
39.4 C(a, b, c, d) å ïàðàáîëà.
Äà ñå çàäàäå èíâîëþöèÿòà íà ñïðåãíàòèòå äèàìåòðè çà öåíòðàëíîòî êîíè÷íî
ñå÷åíèå C îò 39.1, 39.2, 39.3.

Óïúòâàíå . Ñúãëàñíî Îïðåäåëåíèå 25.3 ïîëþñúò íà áåçêðàéíàòà ïðàâà îòíîñíî
êîíè÷íîòî ñå÷åíèå ñå íàðè÷à íåãîâ öåíòúð. Äà ïðèåìåì îçíà÷åíèåòî Z çà öåíòúðà.
Âçåìàéêè ïðåäâèä Îïðåäåëåíèå 14.2, Òåîðåìà 14.2 è §16, ðàçáèðàìå, ÷å çà äà
íàìåðèì öåíòúðà å äîñòàòú÷íî äà íàìåðèì ïîëÿðèòå íà äâå áåçêðàéíè òî÷êè
(âèæ çàäà÷à 37) , ò.å. äà íàìåðèì äâà äèàìåòúðà. Òÿõíàòà ïðåñå÷íà òî÷êà å
öåíòúðúò. Ïîñòðîåíèÿòà ñå íàìàëÿâàò ñ ïîäõîäÿù èçáîð íà áåçêðàéíèòå òî÷êè.
Íàïðèìåð, óäîáíî å äà ñå èçáåðå áåçêðàéíàòà òî÷êà íà èçâåñòíà õîðäà íà êîíè÷íîòî
ñå÷åíèå èëè áåçêðàéíàòà òî÷êà íà äîïèðàòåëíà â çàäàäåíà íåãîâà òî÷êà.
Íåêà ñ φ îçíà÷èì èíâîëþöèÿòà íà ñïðåãíàòèòå äèàìåòðè, èíäóöèðàíà â öåíòúðà
íà êîíè÷íîòî ñå÷åíèå.

Çàäà÷à 39.1 C(AABCD);
Òúðñèì ïîëÿðèòå d1 è d2 ñúîòâåòíî íà òî÷êèòå UAB è UBC :
1) CUAB ∩C = X, AUBC ∩C = Y (çà îïðåäåëÿíåòî íà òî÷êèòå X è Y ïðèëàãàìå
Òåîðåìàòà íà Ïàñêàë ñúîòâåòíî çà òî÷êèòå AABXCD è AAY BCD).
2) Àêî îçíà÷èì ñ 1, 2, 3, 4 ñðåäèòå ñúîòâåòíî íà õîðäèòå AB,CX,BC,AY , òî
d1 = 12, d2 = 34.
Òîãàâà Z = d1 ∩ d2 è àêî φ(d1, d2) = d′1, d

′
2, òî d

′
1 = ZUAB, d

′
2 = ZUBC .

Çàäà÷à 39.2 C(AAU∞U∞B);
Òúé êàòî àñèìïòîòèòå ñà äèàìåòðè (âèæ Îïðåäåëåíèå 25.7), òî äîñòàòú÷íî å
äà íàìåðèì îùå ñàìî åäèí äèàìåòúð d, íàïðèìåð - ïîëÿðàòà íà òî÷êà Ua. Íåêà
BUa∩C = X. Íàìèðàìå òî÷êàòàX, ïðèëàãàéêè òåîðåìàòà íà Ïàñêàë çà òî÷êèòå
AAU∞U∞BX. Íåêà òî÷êà 1 å îïðåäåëåíà îò õàðìîíè÷íàòà ãðóïà H(BX, 1Ua),
ò.å. òî÷êà 1 å ñðåäàòà íà õîðäàòà BX (Òåîðåìà 24.4). Òîãàâà d = 1A, à Z =
t ∩ d è φ(t, d) = t, d′, êúäåòî d′ = ZUa. Âòîðàòà àñèìïòîòà t2 ñå îïðåäåëÿ îò
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õàðìîíè÷íàòà ãðóïà H(dd′, tt2).

Çàáåëåæêà.Äðóãî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà ñúäúðæà íàìèðàíå íà âòîðàòà àñèìïòîòà
t2 íà äàäåíàòà õèïåðáîëà (âèæ ðåøåíèåòî íà çàäà÷à 35.2). Òîãàâà Z = t ∩ t2,
à èíâîëþöèÿòà φ å íàïúëíî îïðåäåëåíà ñ äâîéíèòå ñè åëåìåíòè φ(t, t2) = t, t2,
çàùîòî φ å h−èçîáðàæåíèå (Ñëåäñòâèå 10.2).

Çàäà÷à 39.3 C(AAB;P∞, p), êúäåòî òî÷êà P∞ è ïðàâà p ñà ïîëþñ è ïîëÿðà
îòíîñíî êîíè÷íîòî ñå÷åíèå C;
1) Äà íàìåðèì 5 òî÷êè îò êîíè÷íîòî ñå÷åíèå. Íåêà AP∞∩C = C è AP∞∩p = Q.
Îò H(AC,QP∞) è Òåîðåìà 24.4 ñëåäâà, ÷å òî÷êà Q å ñðåäà íà õîðäàòà AC. Òàêà
ëåñíî íàìèðàìå òî÷êà C. Àêî a ∩ p = L, òî c = LC å äîïèðàòåëíàòà êúì C â
òî÷êà C è ìîæåì äà çàïèøåì C(AABCC).
2) Äàäåíàòà ïðàâà p å äèàìåòúð, òúé êàòî å ïîëÿðà íà áåçêðàéíà òî÷êà.
Äîñòàòú÷íî å äà íàìåðèì îùå åäèí äèàìåòúð íà C (âèæ çàäà÷à 39.1).

Çàäà÷à 39.4 C(abcdω) .
Öåíòúðúò íà ïàðàáîëàòà ñúâïàäà ñ áåçêðàéíàòà �è òî÷êà, êîÿòî ñå íàìèðà ÷ðåç
ïðèëàãàíå íà Òåîðåìàòà íà Áðèàíøîí çà ïðàâèòå abcdωω (âèæ çàäà÷à 36).
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