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a� AM � MB � M � AB�

b� CN � ND � N � CD�

c� BP � PC � P � BC�

d� AQ � QD � Q � AD�

e� AK � KC � K � AC�

f� BL � LD � L � BD�

5���6

7� ��� b� � ��� e� ������� �� NK � ����
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AO � CO � l�� BO � DO � l��
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7� AD � CD � a ������� �� ����� D ���
����#� 
� ����������� sAC 
� ��&
������� AC� 7� AO � CO � l� ������� �� ����� O ���
����#� 
� �����������
sAC 
� ��������� AC� ���� ������)�� sAC � DO� �� �"���� ������ DO�AC�
4��� AC �DO � F � ����� �� �AOF 
�������

�FAO � �
� � �AFO ��FOA � �
� � 	
� � �
� � �
��

?
�����
� �� �������� �� � �DBA � �
�� 4� ����� �ABE � ���
������
 �
����������
� AE � BE�

4��� ��� ����� R � BD � ������� �� BR � DE � 2����#���� �BRC �
�DEC� 7� BR � DE 5�� �������
��6� BC � DC 5�� �������6 � �DBC �
�BDC 5��!��� �BDC � ���
������
6 ������ ��
�������� 
��BRC ��DEC�
,���������
� RC � EC� �"� ���� �"
 
�	� ""� ���ABE % �BEC � �
�� ��
���
������
�	� �REC � ���
�����
�
� ����� ��
������ �� RE � EC� �����
AE � BE � DE � CE�

���;���� ,.: / ���!����
�� ABCD � ��
�� AB � ������
 ���� E 
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���� � � ��� ���
������ SABE � SADE � SBCE�
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�
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� �
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�
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� �
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���� ������ 
� ������
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��
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��� ABCD� ���� CM�AB � DN�AB� ,"���
�
,������� ��� "�������	!��� 
� �����#�!��� "�� 
� ����
��� ����� �� ���&
����� � ����� O � AO � l�� BO � l�� ���� AB � l� � l��

�����+�3

2����#�����DNO ��CMO� �"� ���� �DON � �COM � �
�� �� �NDO �

�MCO � �
�� ����� NO �
�

�
DO �
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l�� MO �
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�
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�

�
l� ��� MN �

�

�
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(���� �� ���""�
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�BCT � ���
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 � ������ ���
�

� ������� 
� ��������
���� 7���
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�ADT � ��
� � �TDC � �ADC �

�

� � �
� � �� � �

� � ���

�BCT � �BCD��DCT � ����
� �

��
� � �� � �
� � �

� � ���

,���������
� �ADT � �BCT � �"&
���
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�� �� ��
������ 
�
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�$��� ������� �� �ADT �
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�����
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SABCD � SABCTD � SCDT � SABTD � SBCT � SCDT �
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7���6� ,.< � ���!����
�� ABCD � �������
� ������
��� CM � DN ���
��
��� AB ��� M�N � AB� $�� ������� P � Q � ������� �������
�

 ����
���� AC � BD 
 ���!����
��� & �� �����'

( DN �
�

�
BD � CM �

�

�
AC )

!( �ADN � �BDC � �CBD � �BCM � �ACD � �DAC)

�( CQ � AN 	 DP � BM � CQ�DP �
�

�
AB�

��8�'�� 5�����+�;6 �6 ,"���
� ,������� ��3 �CAB � �DBA � �
�� �����
�� �����""�
��� ���""�
�$� BND � CMA � ���������� 
� ������ ���!�
""�� ����
 
� �
�� ���
�� ������ ���
����� 
� ����
������ � �6�

�6 ,"���
� ,������� ��� �BCD � ��� �"� ���� CD � BC� �� �CDB �
�DBC � 	
���� ( �"!��� ����� �� �����""�
�	 ���""�
�� AND 
�����&
��� �� � �ADN � 	
� � �� ,���������
�

�CDB � �DBC � �ADN�

�"� ���� AD � CD � �ADC � ��� �� �� �ACD ������ �DAC � �DCA �
	
� � �� ( �"!��� ����� �� �����""�
�	 ���""�
�� BMC 
�������� �� �
�BCM � 	
� � �� ,���������
�

�DCA � �DAC � �BCM�

�6 �����
��� CQ � ���
������
�	 ���""�
�� BDC � � 
���� ������
�� ��&
��� CQ � CDsin�	
���� � acos�� 7� �����""�
�	 ���""�
�� AND ������
AN � ADcos� � acos�� ,���������
� CQ � AN�

, ����!�� 
� �
�����
� �"����#�
�	 �� �������� �� DP � BM � acos��

����� �"���
� �������� ��;

CQ�DP � AN �BM � AB �MN � AB � �

�
AB �

�

�
AB �

7���6� ,.= $�� ���� N � ���� 
 ������
� 	 ����
� �� ���� D 

���!����
�� ABCD ��� ��
��� �� AB � ���� Q � ����� 
 ����
�
BD� & �� �����'
( NQkAC )
!( 0������ CN �%���� ���!����
�� 
 ��� ��
���"��� �����

��8�'��. �6 7�������� NQ � �����
� 
� )�����
����� BD 
� �����""�
�	
���""�
�� BND 5�����+�;6� ,���������
� QN � BQ � DQ� ������ �����&
���� ,������� ��3� ��������� �QNB � �QBN � �
� � �CAB � �
�� ����

��



����
���)��� �� �"�����
��� "�� CAB � QNB� ������
� ��� �������
��� 
�
������� AC � NQ � AB �� ���
�� ,���������
� NQkAC�
�6 ,"���
� ������ ��; �6 � ��> �6 ������""�
��"� ANQC � ���
������
 ���&
��$ � ��� AQ �NC � L� �� �ANL � �CQL �� ��
���� � ����������
� ���
�&
��$���� ����

SANL � SCQL �

*
���� �� ��	�� �����
� ������	 ���""�
��� 
� ��� ���
���$��� ������ �"�
���� AQ � CQ �� �����
� �"�����
� 
��ABD ��BCD� �� ��#�� �� ���� ��

SAQD � SAQB �

SDQC � SBQC �

�� �"���� ���� �����

� �"����
� ����������

SAQD � SDQC � SAQB � SBQC

���
SAQCD � SAQCB �

����� ��#� �� �� ���� � �"� ����.

SALCD � SLQC � SANL � SNLQCB �

SALCD � SANL � SLQC � SNLQCB �

SANCD � SNQC �

7���6� ,.& #�� ���� N � ���� 
 �����
�������	 ����
� �� ���� D
��� ��
��� AB 
 ���!����
�� ABCD	 � �� �����	 �� ���� �� �%��
���
��� 
 N �� !���� AD � CD � ��
 
 �%����
���� 2� �� !������
BC �

��8�'��. 4��� N�� N�� N� �� ������ 
� �����
�����	����� ����
��� �� �����
N �"�����
� �� ������� AD�CD�BC� �����

SANCD � SAND � SCDN �
�

�
�AD�NN� � CD�NN�� �

�

�
a�NN� �NN�� �

SNBC �
�

�
BC�NN� �

�

�
a�NN� �

/��� �������� �� SANCD � SNBC 5������> �66 ����
��	����

NN� �NN� � NN��

�+



7���6� ,.> $�� H � ����%���
 ���� ����� ��
��� AB 
 ���!����
��
ABCD � HG�AB	 ������ G � CD� & �� �����	 �� SABG � �SCDH �

��8�'��. 4��� CM�AB� DN�AB� M�N � AB � CK�HG� DL�HG� K�L �
HG 5�����+�>6� ����� ��

SABG �
�

�
AB�HG � MN�HG �

SCDH � SCGH � SDGH �
�

�
HG�CK �

�

�
HG�DL �

SCDH �
�

�
HG�CK �DL� �

�

�
HG�MN

������ ��"���
���� SABG � �SCDH �

7���6� ,.? ����������
���� ABCD � ���!����
�� � ��
�� AB	  �����
������
���� AB�CD � �������
��� & �� �����	 �� �������
���� BB�C

� ��
����
�
�

7���6� ,.,% ������
� CM ��� ��
��� AB 
 ���!����
�� ABCD

������ ����
� BD � ���� K	  ������
� DN ��� ��
��� AB ����
��� ����
� AC � ���� L� & �� �����	 �� KL � CD�

7���6� ,.,, ����� ��������
���� 
 !������ CD 
 ���!����
�� ABCD
� �%�� ���� X	 �� �� XD � CD� & �� 
���� ������
� 
 �BAX�

7���6� ,.,$ ����� !���� AD � BC 
 ���!����
�� ABCD ��� ���
���
��������
�� � �%��� �������
� ����� M � N 	 �� �� MN�BC� & ��
�����	 �� ��"��� 
 �ADN � ��
� 
 ������
� �� ��"��� 
 �BCM �

�3
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+��� II

$ �/���'�@ �/���'�@ �1'8'� �/���'� � �)����'� 6�����1)1#'�A�

�4'�6�'��

4��� ABCD � ���������
 ���"�
�� ������""�
��� 0� �"����� ����
��� ��&

���
�	 ��.
�� �"�#�
��� 
� ����
��� � ����
����� ��.
DA � a � AB � b � BC � c � CD � d � AC � m � BD � n �
+� ������� 
� "���� ��.
�DAB � � � �ABC � � � �BCD � � � �BCD � 	 �
0� �"����� �������.M � AB � CD� N � AD �BC� E � AC �BD�
0� ��
���� � l� � l� "�������	!��� �"�����
� 
� "���� �BMC � �ANB�

���� ��
���
�	 !� ���������� �"� ������ ������!� ��"���
�	 � ��)
��� ����&
����������

�:



$�� �/���' 6�����1)1#'��

$.,., �������������� '� �/���'�� 6�����1)1#'��

�������������� $., ����������
���� ABCD � ����
 � �����
���	 ���
�� � ��� ����	 ����� ���� 
 ����� 
����� ����������
� ���� �
��
 
 �
��

�������������� $.$ ����������
���� ABCD � ����
 � �����
���	 ���
�� � ��� ����	 ����� 
���� ���
 �� ���� ��� ���
 � ���� ����
�� ���
���� �� �� �����

�������������� $.9 ����������
���� ABCD � ����
 � �����
���	 ���
�� � ��� ����	 ����� ���������� 
 ��� �� ���
��� �� �� ������
�� � ��
 �����
 %� ���� � "�
����� 
 ����
� ����� ����������
�� ABCD ������

����

�������������� $.: ����������
���� ABCD � ����
 � �����
���	 ���
�� � ��� ����	 ����� AE�EC � BE�ED�

�������������� $.< ����������
���� ABCD � ����
 � �����
���	 ���
�� � ��� ����	 ����� MA�MB � MD�MC ���
NA�ND � NC�NB �

���� $., / ����%����
 ����������
�� ABCD � � ���
ac� bd � mn�

����4���#����5
�� (���� ��� �"���
� ""�� �� ���
�� ,���������
� ����� �� �	) � ����
 
� 	
�

� ����� ������""�
�� ABCD � �����""�
��� ,�� � � ���� a� � b� � m��

+� -�
� ��� �"���
� ""�� 
� �� ���
� � �� ��������
��� �� �������� �� � � �

5������6� ����� �"!������� �"��� 
� ����� P �� ������""�
�� ABCD� ����
�� �PAD � �CBD � �PDA � �BDC � ����� �APD � �BCD � ��#�� ��
���� ��

a

n
�
DP

d
�
AP

c
�5+�;6

�;



������

4� �BDA � �BDP � �PDA � �PDB � �BDC � �PDC� ������ ���������
�"����� ����
���� 
� 5+�;6� ����
��	���� �ADB � �PDC � ��#�� �� ����&
 ��

b

CP
�
n

d
�5+�>6

���� �� 5+�;6 � 5+�>6 ���������� ac�bd � n�AP �CP � � nAC � nm� 2���
����
�� ������� ����� P � AC�

�������������� $.=  ����� 
 *�������� ����������
����
ABCD � ����
 � �����
���	 ���� � ��� ����	 �����
ac� bd � mn�

����4���#����5 *� �� ����#�� ��������� 
� -�������� !� ���������� )����&
��������� +�+ 
� �����
 ������""�
�� � ���� +��� C�����""�
��"� ABCD
� �����
 � ���"#
��� �	 �DAC � �CBD �	 P � AC �	 AP � PC � m

�	 ac� bd � nm�

�������������� $.& ����������
���� ABCD � ����
 � �����
���	 ���
�� � ��� ����	 ����� �������������� l� � l� �������
� 
 ������
�BMC � �ANB � �����
�������
��

�>



����4���#����5 5�����+6� ("��#���� ����
��� ����� � "��.

�����+

l� � l� � L � l� � AD � F � l� �BC � G � l� �AB � P � l� � CD � Q�
�MLN � 
� �DQN � �� �BMG � �CMG � �� �ANP � �BNP � �

�"� ���� �CQN � � � �"
 �
 �� �MQL � �NQD� �� ���������


 � � � � �  � �
� � 	 � �

�
��
� � � � 	�


 �
�

�
��
� � � � �� � 	
� � �

�
	 �

�

�
� � �
� � �

�
�� � 	�


 � �
� � �

�
�� � 	��

5+�@6

���� ������)�� 
 � 	
� �	 � � 	 � �
�� ,���������
� ������""�
��"�
ABCD � �����
 � ���"#
��� �	 � � 	 � �
� �	 
 � 	
��

$.,.$ ���;���� '� �/���'�� 6�����1)1#'��

���;���� $., ,������������� l� � l� �������
� 
 ������ �BMC � �ANB

������� ���
��� 
 ����
�� ����������
�� � �����	 ����� � �������

 ���!	 ��� ���
�	 �������
� 
 ����
���� 
 ����������
���

����4���#����5 9� ���������� ��
���
�	�� 
� �����+�+ ����� �������� +��
��"���� �� ������""�
��"� FPGQ � ����� 0�����"�
� � �� ����#��� �� ����&
��""�
��"� FPGQ � �������
��� � �� )������������� +�@ 
� �����
�	 ������&
""�
�� ������� �� ����
����� �� �� �����
�����	�
�� ���� ������""�
��"�
FPGQ � �����

�@



�����+�+

�"� ���� �NCD � �MCB �
�BAD � �� �NDC � �ABC �
�� �MBC � �ADC � 	� �� �"&
���
� �"��� ����
�� �� ����&
��� 
� ���""�
�$� ������� ��
�ABN � �CDN � �ADM �
�CBM � ,���������
� � ���� ��
����
��� ������$��.

BN

DN
�
AN

CN
�

DM

BM
�

AM

CM

5+�A6

-�
�#� l� � "�������	!� 
� ��!�	 ""� 
� �ADM � �BCM � � l� � "����&
���	!� 
� ��!�	 ""� 
� �ABN � �CDN � �� � ���� �� � ������$����.

AF

DF
�

AM

DM
�
CG

BG
�

CM

BM
�

AP

BP
�

AN

BN
�
CQ

DQ
�

CN

DN
�

5+�B6

7� 5+�A6 �������

AM

DM
�
CM

BM
�

AN

BN
�

CN

DN
�5+��=6

-�������� ��
������� ������� �� �ADM � �ABN � ����������

AM

DM
�

sin	

sin�
�
AN

BN
�
sin�

sin�
�
sin��
� � 	�

sin�
�

sin	

sin�
�5+���6

���� �� 5+�B6� 5+��=6 � 5+���6 
�������

AF

DF
�

CQ

DQ
�
CG

BG
�

AP

BP
�5+��+6

7� ����
������ 5+��+6 � ��������� 
� ����� ������� ����$����.
FQkACkPG � FPkBDkGQ� �������!�� �� ������""�
��"� FPGQ � ����&
���
���
0���
����� 
� �������
��� FPGQ ��#�� �"�)� "�������	!��� l� � l�� �"�
���� ������""�
��"� ABCD � �����
� �� �� D������������� +�@ ������ l��l��
� ����� � �������
��"� FPGQ !� �"�� �����

���;���� $.$ 0��������	 �����
���� ������� 
 ������	 ����
� �� ����
�������
��� ���
� 
 ����
�� ����������
��	 � �����
�������
��

�A



����4���#����5

�����3

4��� ������""�
��"� ABCD

� �����
 � ���"#
����� k �
�� ��
���� ������� 
� �"�&

��
�

DA�
�

AB�
�

BC�
�

CD� �"��&
���
� � M��M��M��M� � 
���
��M�M��M�M�� � 
 5�����36�

����� �
 �
�

M�M� �
�

M�M� �
�

M�A �
�

AM� �
�

M�C �
�

CM� �
�

�
�
�

DA�
�

AB�
�

BC�
�

CD� �
��
�

�
��� 
 � 	
��

���;���� $.9 / ����� ����
 ����������
�� ABCD � � ���

���
������
m

n
�
ab� cd

ad� bc
�

����4���#����5 �"� ���� SABCD � SABD � SBCD � SABC � SACD� �� ������&
���� absin�� cdsin��
 � �� � bcsin� � adsin��
 � �� ���

�ab� cd�sin� � �bc� ad�sin��5+��36

?�� �R ��
���� ������� 
� ���"#
������ �����
� ����� ������""�
���ABCD�

�� ��������� ��
������� ������� �� �ABC � �ABD� ���������
AC

�R
� sin��

BD

�R
� sin� ��� sin� �

m

�R
� sin� �

n

�R
� ����� 5+��36 ������ ����

�ab� cd�
n

�R
� �bc� ad�

m

�R
�5+��:6

�� �"���� ������
m

n
�
ab� cd

ad� bc
�

���;���� $.: #�� ����������
���� ABCD � ����
	 �� "�
������� O�� O�� O�� O�


 �����
������	 ����
� �������
� � �������
�"��� ABC�BCD�CDA�DAB
� ������� 
 ��������
���

����4���#����5 5�����:6 -�
�#� $�
�"�"� 
� ���"#
������ �����
� � ���"&
"�
�� � ������
��� ����� 
� "�������	!��� 
� "���� ��� ��

�AO�B � 	
� �
�ACB

�
� �AO�B � 	
� �

�ADB

�
�

�B



�����:

4� ������""�
��"� ABCD � ���&
��
 � �"���
� )������������� +�+
�ACB � �ADB� ,���������
�
�AO�B � �AO�B� ����� ��
���&
��� �� ������""�
��"� ABO�O�

� �����
 � ���"#
��� � �����

�BO�O� � �
� � �BAO� � �
� � �

�
5O� � $�
�"�"� 
� �����
��� � �ABD

���"#
����6

?
�����
� �� �������� �� �BO�O� � �
� � �

�
� �����

�BO�O� � �BO�O� � ���
� � � � �

�
� ��
� � �
�

�
� ��
��

� �O�O�O� � ��
� � ��BO�O� � �BO�O�� � ��
� � ��
� � 	
��

?
�����
� �� �������� �� � �O�O�O� � �O�O�O� � �O�O�O� � 	
�� ,������&
���
� ������""�
��"� O�O�O�O� � �����""�
���

���� $.$ 3%����
���� �� ���� 
 �����
��� �� 
��
 ���� � ����
�
���������
� 
 �%����
��� �� ���� ���� �� ��������
��� ��� ���
���
����	 �������
� � ����� 
 ������

����4���#����5 ��	��� �� ����#��
MQ

MT
�
MB

MA
�

MT

MP
��� MT � � MP�MQ�

�����;

4��� �� ����
� ���"#
��� k� )����
AB� ���������
� �"� k % AS � BS

� ����� M � k 5�����;6� 0� ��
����
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 ����'��� � ���1)1#'��� �� /����6�� � ��'� ��6�� M @ '���6�'� ��B
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2���������� � ������
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��� �����$� ������	��� �� �����#��
������� 3�A� �� �"���� ������.

D)#�/�#���2��� � ���1)1#'��� �� /����6�� � ��'� ��6�� I@ �����B
2� �� A�'�1� '� �/���'��� ���13'���@ � -���A�'���6'� ������'���
I�a� b� c� ��'��'� ��� fA�B�Cg.
9. Ia � A�'�1�1� '� ���13'�����@ �1'8'� �/���'� � �ABC@ ����� ��
��/��� �� ����'��� BC � �� /���1#3�'���� '� AB � AC.
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�	 ""� ��� �"�)� A � 
� "�������	!��� 
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fA�Cg B��B�C�AB�� �	 B���a� c� �	 fA�B�Cg B���a� 
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2���������� � ������
��� ����
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� ��
��� �����$� ������	��� �� �����#��
������� 3�A� �� �"���� ������.

D)#�/�#���2��� '� �1���8'�� 1)1# /�� �1�0� A � 1)#�/�#���2���
'� �1'8'��� 1)#� /�� �1�0����� B � C '� �ABC �� /����6�� � ��'�
��6�� Ia@ �����2� �� A�'�1� '� �1'8'� �/���'��� ���13'��� ka@ �
-���A�'���6'� ������'��� Ia��a� b� c� ��'��'� ��� fA�B�Cg.
,��� �
�����
� ����"#��
�	 �� ��������� � ����
��� ���������.

D)#�/�#���2��� '� �1���8'�� 1)1# /�� �1�0� B � 1)#�/�#���2���
'� �1'8'��� 1)#� /�� �1�0����� A � C '� �ABC �� /����6�� � ��'�
��6�� Ib@ �����2� �� A�'�1� '� �1'8'� �/���'��� ���13'��� kb@ �
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-���A�'���6'� ������'��� Ib�a��b� c� ��'��'� ��� fA�B�Cg.
D)#�/�#���2��� '� �1���8'�� 1)1# /�� �1�0� C � 1)#�/�#���2���
'� �1'8'��� 1)#� /�� �1�0����� A � B '� �ABC �� /����6�� � ��'�
��6�� Ic@ �����2� �� A�'�1� '� �1'8'� �/���'��� ���13'��� kc@ �
-���A�'���6'� ������'��� Ic�a� b��c� ��'��'� ��� fA�B�Cg.
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����6�'��� � ���1)1#'��� �� /����6�� � ��'� ��6�� H@ '���6�'�
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�1���'���#'��� ����6�� '� �1�0����� '� ���1)1#'��� � ��/��'���
��6�� '� ���2*#�3�2��� �� ����'� � �/���'��� � ���1)1#'��� ��B
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�1���'���#'��� ����6�� '� �1�0����� '� ���1)1#'��� � ��/��'���
��6�� '� ���2*#�3�2��� �� ����'� � �1'8'� �/���'��� � ���1)1#B
'��� ���13'���� ka� kb� kc �� /����6�� � ��'� ��6�� N @ '���6�'� ��6��
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